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Sinsheim  bei  Heidelberg. 


§   14. 

Hat  nan  lu  integnren 

/jj  p  da: 

80  fliod  wieder  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 
1.    Die  Gleichung 

q>(a:)z=zO 
hat  vier  imaginäre  Wurzeln.    In  diesem  Falle  setze  man 

q>(x)  =  (a  +  2bx  +  ca:*)(a'+2b'x  +  c'x*), 

worin  a,  6,  c,  af,  b',  e'  reelle  Grossen  sind.    Damit  fp{x)  poslttr 

sei,  da  ^  g>(x)  als  reell  vorausgesetzt  werden  muss«  mOssen 
die  Grltosen  a+2bx't-ca^,  a'+2b'x+c'x*  von  demselbeo  Vorsei' 
eben  sein.    LOst  man  die  Gleichungen 

Thell  IUI  i 


:    •:     2 


•     « 


80  ilürfen  sie  bloss  imaginär^  Werthe  für  x  geben,  d.  h.  es  muss 

6«— ac<0,  Ä'«—oV<0; 

oder,  da  6^  und  6'^  positiv  sind,    es  müssen  a,  c  dasselbe  Vor- 
zeichen haben,  eben  so  a'^  c',  und  zugleich  muss 

ac>6«,  a!c'>b'^ 

sein.    Zugleich  ist 

a 

also  roiissen  a -f  26ar -f  co:^  und  u»  folglich  auch  c,  dasselbe  Vor- 
zeichen haben,  und  eben  so  die  Grossen  a!  -f  ^h'x  -f  c'x^,  a\  c\ 
J(^r  «hwK  ft-j^^Aap-f  car^  up4  a'-f  36'dp-f  e'j;^  ilasseUift  V«weiriitn 
Xpösifiv  oder  negativ)  haben,  so  haben  folglich  auch  a,  c,  d',  c' 
dasselbe  Vorzeichen;  wagkiA  Auf  ob  Immer  nur  so  ^ewShlt  wer- 
den, dass  die  Grössen  a+Ux-^-cx'^ ,  a'+2b'x+&x'^  immer  inner- 
halb der  Gränzen  der  Integration  dasselbe  Vorzeichen  haben,  wie 
a,  c,  o',  c'.  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  man  diese  letztem 
Grössen  immer  als  positiv  betrachten  kann,  da  ja 


und  wir  wollen  also  dies  annehmen  und  die  Grämen  der  Integra- 
tion darnach  bestimmen.    Setzen  wir  nun: 


2« 


a  +  2bx+cx^         _     Aj    ai-2bx-{'Cx^   . 
"" a' +  26'.r -f  c'^r« '    *~"*lf  a'+2b'x+c'x^  ' 


so  findet  sich 


^_-(6-y»»)j:Vz^ 

c — c'z^ 


worin : 


Demnach 


Z  =  (6  -  Ä'z«)«—  (O'-a'z^)  (€--<' 2*) . 


b  +  cx-^  (6'+c^r)x« = db  V^- 


Da  aber 


(«'  -^  26'ar + c'ar«)!« = a  +  2Ä;r -f  cor«, 

«o  eigiebt  Mch: 

dz 
(6'-fc'ar^«+(a'  |^26' j:+c';r«)z  g^  =  6 + cor  ^ 


1 1  •  • 


6+c»— {6'-H;'«)i«=(a'+2*'j;+c'x«)i^=:±  V2 


=  K+2.>.+o.^,±V^/+^)| 


dz 


=±Vvw| 


a.  h. 


VlK^.^=V^. 


Nun  tot 


dx 

und  da  Z  von  der  Fonn  der  ia  §.  13.  betrachteten  Ausdrücke  Ut, 
••  luuan  uDsere  Aufgabe  als  gelöst  angesehen  werden. 

n.  Die  GWehvng  ^(jr)^=0  habe  xwei  reelle  und  zwei  ima- 
l^nire  Wurzeln.  Die  beiden  reellen  Wurzeln  seien  ungleich^  n 
wuk  «',  und  iwar  sei  n^^^n';  der  reelle  Faktor  des  zweiten  Gra- 
4m  Ml  m+2bs  +  cx^,  worin  also  iic>A^  sein  nmes.  Znsleidh 
aieftt  maD,  daas  a+2baF'i'Ca:^,  a,  c  dasselbe  Vorzeichen  laftea 
Biisaen»  das  man,  wie  oben,  immer  als  positivvorausseteeii  kann. 
ffierbel  hat  man  wieder  folgende  Fälle  zu  unterscheiden : 

II.  L  Die  Integrationsgränzen  seien  so  gewählt »  dass  j;  immer 
swtachen  n'  und  n  sei,  zugleich  sei 


y^  dx 


Null  ftr  «=n'.    Alsdann  muss 

(p{x)=(x  -'n')(n—x){a+ibx  +  cx^ 
mId,  dmit  ^(tir)  positiv  sei.    Setzt  man 


.      X — n' 
n — X 

Bo   bildet  sich  das  vorliegende  Integral   in  ein  anderes  von  der 
Form  In  $.  13«  um. 

n.  2.  Es  sei  ;r<ii',  das  Integral  aber  wieder  Null  fiür  x=sn'. 
Ib  diesem  Falle  muss 

fp  (x) = (n'— ar)  (n—x)  (a + 2bx + cx^ 


sein.    SeCst  man  hier 


2*= » 


80  erhält  man  wieder  eine  Form  des  §.  13. 

II.  3.  Endlich  sei  x>n,  und  das  Integral  sei  Null  dir  Jr  =  n. 
Alsdann  Ist 

tp  (x)  =  {x — n')  (X'—n)  (a  +  2bx  +  cx^ , 

und  man  setze 

.     X — it' 
X — n 

um  die  verlangte  Umbildung  zu  erhalten. 

IIL  Die  Gleichunff  2(^)=0  habe  vier  reelle  Wurzeln  a,  b, 
c,  d,  welche  so  bescnanen  seien»  dass  c£>c>6>a.  Nun  ist 
entweder 


q>  (x) = (ar— a)  (o?— 6)  (ar-c)  (x-^ , 
oder 

gf(x):=z^-^  (a>- a)  (ä^-6)  (j:— c)  (a>-<0. 

Im  ersten  Falle  ist  q>(x)  nur  positiv»  wenn  x  zwischen  6  und  c 
oder  ausserhalb  der  Gränzen  von  a  und  d  liegt;  im  zweiten  dage- 
gen nur,  wenn  x  zwischen  a  und  b,  oder  c  und  i2  liegt 

lU.  1.  Sei 

9  (x) = +  (ar— ff)  (x— 6)  (x—c)  (or— d) , 

a     ■ 

und  zwar 

«)  die  Integrationsgränzen  so  gewählt»  dass  :r  zwischen  6  und 
c  liege,  während  das  Integral  Null  sei  fiir  x:=zb.  In  die- 
sem  Falle  setze  man 

a     X — b    a — b 
'      c — X    a — c 

ß)  X  ausserhalb  der  Gränzen  a  und  d,  und  das  Integral  sei 
Null  für  x=^d.    Alsdann  setze  man 

-     j:— rf  c  —  a 
X — a  d — c 

OL  2.  Es  sei 

9  (d?)  =  -  (jp— a)  (»—6)  («-^)  («— rf) . 

a)  X  zwischen  a  und  6»    das  Integral  Null  fSr  x^a.    Man 
setze 


I*= 


X — g  d — g 
6 — X  d-r-b 


ß)    X  zwischeo   c  und  d,  das  Integral  Null  fiir  x  =  c.    Mao 
setze 


.     X — c    c — g 


rf— o:    rf— g 


§.  15. 

Wie^  in  §.  10.  kann  man  leicht  eine  Reihe  neuer  Formeln  ab- 
leiten, die  nach  Art  des  §.  13.  angewandt  werden  kSnnen. 

Setzt  man  nämlich 

(f(v))*=x, 
worin  f(v)  eine  Modularfunktion  von  v  ist,  so  ergiebt  sich : 


2A.^.fe=l.    alBo.= 


d»      ax 


n  dx 


btabo  z.  B. 

L  /(v)=sn(9),  d.  h.  (snr)*=a;,  so  ist: 


-  ( 


1    /**        dx 1    /»* dx_ 

ij     anv.cnv.dnv~'2j     V'«(l-a:)(l-m««) 


II.  /"(»)= cn«,  d.  h.  (cii»)'=j;,  so  ist: 

_1_   /»» dx_ 

^~^J     \  xa-xHm'*+m'x) 

III.  /'(o)=tn«,  d.  h.  (tnty^x,  so  ist: 

1^  /»* dx 

""2^     Va:(l  +  a:)(l+ro'«ar) 
IV. /^(r)=ctnv,  d.  b.  (ctDv)'=a:,  so  ist: 


,_1  /**____Jf— _ 

~2j      V«(l+J:)(m'« 


+x) 
V.  Av)=^  dn^»  d.  h.  (dno)*=:;ri  so  Ist: 


6 

_1  C'  ^' 

'~^J     ^i(l—x)(x—m")' 

VI.   ^(D)^(ang.  I^mv),  d.  h.  (Iang.üanii>)'=x,  lo  ist: 

^^    /■■ 8j 

J      VÄ+2(fw'»— m»)«"+«»' 

V     V»(l^»)(i>i»-it)' 
VlIL  Ai')="'(*— !>).  d-  b.  (c»(»-c))"=i.  »o  Ist: 

°     V     VS'%'+(«i"-m'«)i«-iii»»'' 


;.  le. 

Schreiten   wir  weiter    zo   iDtegralformelD ,    welche  tModiila 
rnelrtioiieii  einBchliessen.    Dia  elDrachslen  sind  iolgende: 
Man  hat  (9.  3.) 


d.am(a-f  c)      .... 
^^^!-!  =  dii(a+t), 

folglich 

/  'dD(a+i))Sp=aJii(n  +  r)— ama. 

/    dn(n — o)i)t^ama — am(a~t)  ■ 

Da 

aiilt'=arc(8iB^miv)^Brc(cos^cnD)  u  «.  f.i 


J 


so  kann  man  in  diesen  Formeln  die  zweiten  Glieder  auch  noch 
anders  auadrficken»  wozu  Obrigens  die  Formeln  in  §.  5.  auch  dienen. 

Setzt  man  hier  M — a  statt  a,  so  ergiebt  sich  (§.  6.): 


/0        Am 
ap(q^^j  =  a"*  (M—a) — am  (*— (a + ») ) 


m 

o 


,.        cna\  cn(«  +  r)\ 

=rarc(8iu=Trr"  1— arc(sin=  j—t — r— r  1,      (3). 
^  dno/  ^  dn(a  +  r)/       ^  ' 

,  /••       3r  .  .        cn(a — r)\  ,  .        cn  fl\ 


oder  auch: 


/  P"      3"  „  otna\  ..  cto(a+»)\ 

,  p       8e  ,.  ctn(ii— r)\  .^  cii(a)\ 


m 

o 


Setzt  man.  in  (1)  statt  desModulus  m  den  Modului»  iHi  (S*!^-) 
und  ragleich  ma,  mv  statt  a  und  v,  so  findet  sich: 

cn(a+  ü)ap= arc  (tang=m  ^^)J  ~  »^  (tang = m  ^^J.  (3) 

•  ■     . 

▼ertaoflcht  man  in  (3)  die  Moduln  m  und  m',  setzt  ai.^il^tM 
Up  e,  so  findet  sich  (§.  11.):  ''   ' 

(4) 
,  P"      dv  !r      /^         m'fan(a  +  ü)\  ,^        m'»sna\l 

"•J     SrCS+^J^Tr*""^*^'«^  dn(a+r)    ;-"^"^(^'^8=-dr«-;J 


__  I       4 /  /cln(a+p)-|-yit^Hn(a-h?)     dng^^m^sna\ 
—    ©•  Y  \dn(a+v)^m'8n(ai-v)  '  dna-Km'sna/ ' 


Bekanntlich  ist 


'■■«ff^! 


1         8.8n(jll — tt) m'Hnu 


dt  ~l-<»'  du dn»a 

Setit  man  alap  t=man(ltf — (a-\-v)),  so  erhfilt  man: 

#> .  1-4/  l+»»»8D(Af-ar^)  _  /*  Bt 

''+"*»V  l-m8D(^— a-o)  -y  1  -mHa(M—tt-v)* 

=J   dn«(a-|-i>)dn(JV-«-r)*  -J  -'»•"(«  +  •')*•• 


8 

ftlso 

(5) 


m 

u 


/"     /    I   \Q       ■     Ai  /«ino  +  mcna  dn(a4-t))  — iMCD(a-|-o)\ 


1 

Ua  I  nicht  =1  sein  darf,   so  darf  aach  hier  nicht  a=0  sein. 

Vertauscht'  man    in  OS)  die  Moduln  )n  und  m',  setxt  os,  m 
statt  a,  V,  8o  ergiebt  sicti   (g.  11.): 

O 

Machjt  man  hier  t?  negativ  und  setzt  JH— a  statt  a,  so  erfaiK 
man  tfg.  6.): 

,  /•*(.+.)a.=i.gV(l^:w^))-     P 


f. 


Vertauscht  man   hier  m  mit  m' ,    ai,   vi  treffen  a,  v,  so  er 
folgt  <fi.  il.)j^ 

/^      8p       4/  A"fl  +  dng   cn(a-|-p) — dn (a-f p)\      /ov 
Bn(a  +  r)""'®SV  V«««— dna 'Sr(5+r)+dn(a+ü)/"   ^^^ 

0  •  ! 

\ 

Aus  den  gegebenen  Formeln  leiten  sich  eine  Menge  anderer  durch 
2Uisammenset9MQg  ab.  Bei/Bpielsweise  mag  eine  einzige,  gebildet 
werden. 

Da 

sn  (g+p)  +  sn  (g — p)       snacnpdnr 

2  ""  1 — m^8n\isn*p ' 

so  folgt  aus(6)i& 

/^»«igcnpdnpSr  J^       ^/ /dng+mcna\ 
^     l— m^sug^sn©*"^    ^\  \dng — mcnaj 

1       A  r  /dn  (g+p)  +  in  cn  (a+v)   dn(g— p) — m  cn(g— p)\ 
""»?  .^*\  \dB(g+p)  —  iiicn(g+p)  *  dn  (g— p)  +wicn(g+p)/  ' 


m 


ii'i 


§.  17. 


•  ■    •• 


'  Ehe  wir  weiter  gehen »  mfissen  wir  der  Legendre'schen  Be- 
zeichimngBweise  kurz  gedenken.  Legen drö  bezeichnet  nSmIich 
die  Grosse 


f         so  das«,  MMh  unserer  BeseiehniiiigsWeise»  da 


I: 


_  .__  P' Sx f9  dtp 

:=  arg .  (an  =  ainq>) , 
F((p) = arg .  (sn = amqi) . 

Das  Legendre  sehe  F(q>)  ist  also  das  in  §.  8.  zu  9>  verlaogte  r, 
Bod  da  Legendre  theil weise  Tafeln  för  F(q>)  berechnet  hat«  so 
ist  also  das  dort  Verlangte  in  gewisser  Beziehung  schon  ge- 
schehen. 

Es  ist  nicht  schwer ,  die  oben  erhaltenen  Resultate  in  die 
Lesendre'sche  Bezeichnungsweise  überzutragen.  Wir  wählen  als 
**       '  '  das  Resultat  in  §.  13. 


Dort  ist 


=arg(cn=  ^^q:^J=arg(cn=cos9)=F(g)), 


Be^ichnet  man  den  Modnius  mit  m,  und  setzt  also 

'9  d(p 


f 

o 


VI  —  m*8in*9 


=F(q>,m), 


•0  ist  demnach  das  dortige 


Ist  also 


1)  sne=i>  so  ist  o  =  arg(8n  =  £)=F(^»m),sin9=A: 

2)  cn9=A:,    „    „  e=arg(cn=*)=F(9,m),cos9=i, 

3)  tDr=Ä:,   „    „   u=arg(tn=*)=F(g),m),tang9=Ä, 

4)  ctns=£,    „    „   f;=arg(ctn=*)=F(9,m),cotg9=*, 

5)  dno=A:,   „    „    ü=arg(dn=:*)=F(9,iii),  sin9= — ^ 


le 


Die  oben  gebrauchte  GrSue  M  Ulf  (ö-'*)*). 

Die  Formeln  des  9-  ^^  kOnneQ   ancfa  Aanb  cyUicbe  f 
tioneo  ausgedrückt  werden.    So  ist,  wenn  qp^=sin.v,  a^am. 


]  — iii'siD*asia*9 


OB 

9 


<! 

<, 

i 

i 

i. 

B 

1 

1 

+ 

3 

3 

s 

e 

OD 

M 


*^>^        3 


5 

9 
10 


s 


o 

4 


o 

OB 

S' 


I 


3 


T 
II 


QU 


S 

3 


+ 


3 

s 


1  . 
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$.  18. 


Das  lotegral 


/ 


dn^vdv  (1) 


äoll  durch  £(«),  oder»  wenn  man  will,  später  auch  durch  Eiv^m) 
bezeichnet  werden,  so  wie  man  überhaupt,  zu  grSsserer  Deut- 
iichkeit,  die  Modularfutlktionen  durch 

8n(ü,m),  cn(r>m),  tn(v,m),  cto  (v,fit),  dn(i;,m) 

bezeichnen  konnte.  Die  gebrauchte  Bezeichnungsweise  ist  aber 
einfacher,  und,  so  lange  die  Deutlichkeit  nicht  darunter  leidet, 
mag  sie  beibehalten  werden ,  iso  wie  ^ch  die  Bezeichnung  £(o) 
gebraucht  werden  soll.    Ist 

am9=:^, 

60  ist 

.  I 

VI— Mi'sin'q» 
also  ist  dann 

E(v)=  i     V^i  — ii^sin*!^)  d(p,   9=amo  . 

o  " 

Legendre  bezeichnet  dieses  Integral  durch  E(q>)  oder  £(9,111), 
so  dass  das  hier  gebrauchte  £(r)  und  aas  Legendre'sche  E{q>)  ähn- 
liche Bedeutung  haben  und  fär  am4?=^  zusammenfallen. 

Ehen  so  sei 


/ 


dn'«»8ü==:£'(b). 


Hiemach  ist 


£(-t>)=:-£(r),  £(0)=:0.  (2) 

Da 

^        i-^du^c         ^  m'*+dn*c     ,^   ^^ 

so  ist 


O 


(3) 


Seist  man  in  (1)  M—v  statt  v,  so  erbSlt  man  (g.  6.) 

wonuw  lacht: 

/•  dt       EjM^-EiM—v)  ..^ 

O 

■ 
i 

Man  findet  leicht: 

d.tnvdiiv    '    fti'*  •       «       -    „ 
— ^"5 — —  =  1:3 — hf«*  — inrso*», 

/ 

w«iaii8»    Yteon  man  integrirt,   und  die  vorstehenden  Formeln  be- 
•dktet: 


/ff  ^f. 


-lt. 


ilso. 


/*»  do       tnt>  dnp  -f  m^^t?  ■-'^(p) 


Da 


cn*o 


M  «fc|lt  man 


f\.,^^^^^2^^.  (6) 


■      '      .-.  \-      M.«i 


u 


$.  I«. 


Setzt  man  aJ:t>  statte,  so  erhSIt  mao  leicbt: 

O 


I        "ii* 


a'^)dv=E(a)^E(a  — ©) ; 


hieraus 


r 


[-dn«(a  f  r)+d««(#-^)  ]  ai>=:a£(a)-i:(a— r)  --Efa+v) . 

Aus  $.  5.  folgt  leicht: 

dn'(a— r) — dn*  ra+r)=(dn(a— ü)  +  dn  (a+i?))  (dn(a  —  r)— dn  (a-f  f)) 

4m^8ngcpadnasppcni^dpp 

"*"         (1  —  iii*8ii*a  sn*  ©)• 


=2ctnadDa. 


3  ^.  '  ^ 

*  \1 — Wil*80%8n*»/ 


also 


/• 


(dn*(a— r) — dn^(a  +  i?)8g=:y       ^  ^ 1 2ctnadna 

2fit^ii  a  cn  a  dn  CSU*  V 


1  —  lll*Sll*OSD*t        * 

also  endlich 

or/  X      r/        X      11'/    .   V     2m*snacnadnasn*» 

2i;(a)-£(«-r)-£.(fl+r)=— j:::;^^-^^;^^, 

r/    I    \  •  r/        \      or/  x      2m*8nacnadna8n«r 
£(«+r)  +  £(«-r)=2£;(«) j—^-j---^-- 

Vertauscht  man  hier  o  und  o,  so  ergiebt  sich  (2.   des  §.  17.): 

r/    .   ^      r/        \     rtc'/  V      2iii*sn*acnr8nrdntJ 
i;(o+r,-£(a-r)=2£(r) ^-^-^-^ . 

Durch  Addition  findet  sich  nun  leicht: 

£J(a+r) =iB(a)  +  £(»)— m^sna  sno  sn(a+t;) .  (l) 
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Setzt  man  hier  a=^M—v,  1^0  ist: 


E(M)=:E(M-^)  +  E(v)  —  m*8n(üf— t?)  nnv 

f 

cntfsnv 

w 


=  f{M^v)  +  E(v)-^nfl^ 


üsoiftii»; 


f:(Ä-^)«£(ilD— JEW  +1»?^^^^ ,  (2) 


üoä 


'i^ 


^(Äf  r)=£(*)  +i;(ü)-m«?5^  ,  (3) 


E{il+v)  +  E(M-^)r=^W(M)'  .  (4> 

Setzt  mao  in   (4)  M—v  statt  v: 

/     ^(2ilf-p)+£;(o)=2£(ilf), 
^    £(^itf+t>)=:£(r)+2£:(ilf); 


woraus  leicht: 


E  {%iM + v)  =  UW  +  211JE  (üf) , 
£(2nJ!f-t?)=-.£(^  +2«£(il!f). 


(5) 


Setzt  man  hier  M-[-v  statt  v,  so  ergiebt  sich^   mit  Berücksich 
tigung  von  (3): 

,     "^  ,    (6) 

£((2»+l)ilf-c)=^£(r)+(2«+i)£(JI0  +  ^~?.      , 


I« 


Dadurch  ist  die  Funktion  E{v),    so  lange  v  reell  bleibt,  bekannt; 
wenn  sie  es  innerhalb  der  Gränzen  0  und  M  ist. 


$.  20. 


Setzt  mwk\  in  (1)  dapt  §.  18.  «t  statt  v»  so.  findet  «ich; 


dn*(vi)9r= — v^ 


#         UU-VVlil/V  ^^ 7 » 


d.  fa. 
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0  .0 

woraus,  mit  Beachtung  der  Formeln  des  §.  18.: 

JB(tpi)  =  i[tH-£»+tn'i>dn'r].  (1) 

Setzt  man  hier  9=2n^9  so  erhält  man»  wenn  man  (5)  des  §•  18 
beachtet: 

JE  (2it  Jf '0 = i  [Aiiir— an  JE'(  Jf ')] , 
also,  wenn  man  In  (1)  §.  19.  u=^2nM'i  setzt  und  §.  11.  beachtet: 

JE(a+2iiiirt)= JE;(a)+2m(ür— £'(üfO) .  (2) 

*  •    ■ 

A^hnliche  Formeln  lassen  sich  leicht  weiter  bilden. 

Bezetchoet  man,  #ie  in  $.  12.,  den  Werth  von  E(v)  fttr  den 

Modulus  —  durch  Ei(v),  so  ist:  •  ,. 


O  0 


El  (mr)  = 


nt 


mE 


fö)— "" 


Ei(v)= ^ 


(3) 


f.') 


§.  21. 

t 

Zwischen  den  Grossen  ilf,   M',  E(M),  E'{M')  besteht  eine 
Gleichung,  die  nun  aufgesucht  werden  soll. 

Es  ist,  wie  sich  aus  §.  18.  und  $.  3.  ergiebt: 


£(ilf)= /**V  1— m«sin»939>. 


o 
n 


E'(M')=z  /** V 1— »»'»sin'VSy  =  £(*',»»') 


nach  de^'th  S.t8J  noch  err^nten  BeceichnuBg.    Pemer: 

~^     V  1— m«8ln«g» '  ^     y  l_m'«8in«<p 

Hieraus  folgt : 


17 


«t/ 


jy  8o       M     £(JI)_  ilf 
dn*»      m       mm'^      m' 

0 


also 


£(iO=«'«(ilf+m^).  (1) 

Ganz  eben  so  findet  sich  durch  Differenziation  von  E(M): 

ilf=£(ilf)-«^^-  (2) 

ICennu: 

£'(Jlf')=««(ÜP+m'^). 

■ 

I  • 

Da  aber  allgemeia 

8Ä_8Ä  8iii_     8Ä  •»' 
5^""  am '^"^  ""auf  m' 

so  ist 


I     •• 


(3) 


Hienras  folgt: 

^d.E(M)     ^,^dM'    Ji.E'(M')    j,.,j^JiM 

■ 

Ebenso: 

jr^+ jf  ^^=?:^^=iifiir(m«-iii'»)+iif£(iif)-/»iS'(Jif). 

Bdthins 

B.[K'E(il)+ME'(M')]     d.(MM')__Q 
an  cm 

The»  XIII.  2 
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BTEiM)  +  ME'(M')  -  Jf Jf =Con«t. 

Um  die,   Mosb  von  j»  «bhSngende  Kooatante  su 
setzen  wir  iit=0»  m'=:l;  aUdann  ist: 


7t 


M=f\  =  %.  «•=/*^.  £(«)=/*3»=|. 


0 

n 


Bf (Ä')  = /*  cos  9  3^=il ; 


also 

n  n 


wd 


1t   P%  d<p        7C      n   P^  dq>  ^      ^y ^. 

o  o 

d.  h. 

ilf '  E(^M) + iltt."  (ilf ')  -  ^Ä' =f .  (4) 

oder  nach  Legendre'scher  Bezeichnung: 

weicher  Satz  der  Legeadre'sche   Satz  lieisst 


$.  22. 

^  Es  bleibt,  zur  VervoUständigune;  der  Theorie  too  E(v)y  noch 
fibrig,  zu  zeigen,  wie  £(9)  berechnet  werde«^  k^nn  für  v  zwi- 
schen 0  und  M. 

Setzt  man 

^=ani.v, 

so  haben  wir  in  §.  9.  gesehen,   wie  zu  jedem  g>  das  zugehfirig« 
V  gefunden  werden  IcaoD. 

GaM  wie  dort  findet  man  hier  ^ 


.  1  yiMlV^r  X  . 


10 

Da,  d|ffdi  L.e|i|i&adte*d  Befecbnang  .in  einiger  Beziehung 
die  Berechtung  eescnehen  ist»  bo  kennt  man  also  einiee  Wertlie 
voD  E(v).  Die  Wertiie  von  E(v)  wären  in  die  nach  $•  8.  aufzu- 
stellenden Tafeln  neben  die  von  v  zn  setzen. 


$.  23. 
Den  Werth  des  Integrals 


/ 


1— i»*8n*a8u*r 


0 

bezeichnen  wir  durch  J(v,a),  d.  h.  wir  setzen: 


Nun  ist: 


also 


1  dnasn^p cn'g  * 

Ca*^!— m'sn'asn*©""  dna(l— m*8n*asn*p) ' 


f'l^J^L^  =«-  «>"•«•'(''.«) ;  <'^) 


Ferner  ist 


.-!. 


dn*p        __    m^n*asn^p 
'■^r^^sn^osn^r"^  l-<m^%sn'%' 


also 


^     1— m'sn^asn'r  ' 


(3) 


Ans  (1)  und  (2) :  .  ; 

/    1 — '•  '  • «-=t>+m*sn*aJ(r,a). 

^     1— iii"so*asn*D        '  •  ^  »  ' 

o 

Ferner  ist,  wie  man  leicht  findet: 


(4) 


»   ■ 


i«'*  sn*  V  dn*o dn*p — m*sn*ücn^t? 

~[    ^I     7dna\*    TT      1— m'sn^csn^^'cnV— tn*a  dn*a  8n*»dn*v 
cn*a(l — I J  sn'r) 


2* 


a 

Sv 
demnach 


,     */  en(a — v)     ,     4/ /l-ftdadBataodmA 

1 1     4/  CP  (ft—P? dB fl  tn  g  (dh^p  ~^*  Bn*p m*p)  , 

p     ^  If   cn  (a+r)  CD*r — tn^a  do*«  8n*r  dii*r 


..4   ,1, 

■  I 


^     1—1 )  sn'ü    *^o 

Vcoa/ 


dnatna    ®  ^   cn  (a+r) 
und  mit  Beachtufig  von  (3): 


:'i: 


».. 


0    *     Vena/ 


a 


SD«P 


m'»    •  m*  \  »  /  1  m'^dnasna    ®  1   cn(f -fr) 


Ferner  ist: 


".»; 


dn^p  m'*8n^p 

""  cn*a— dn*d  «n*p        ' 


\cn  a/ 
also 

/»        dn«p8p        ^   m^»     P^        sn<p8p         _ 
o    1—1 — I  8n*p  '^o    1—1 1  sn*p 

Vena/  Vena/  •'»: 


d.  h. 

dn*p3o 


r- 

*^o    1- 


/dnoV 
Vena/ 


«n*p  '^ 


=m«cn»aJf(r.a)  +  T-V-«ogV^P5^-  (6) 

'     dnatna    ^  T   cn  (a-f p)  ^  ' 

dn*p+m*ßn*p=l,                    .  •\,. 
so  ist 


•-    \    y  -.1 


Sl 


J     ,     /doaV    -  ^     J     l-/dDa\»     - 

o    1—1 ISO*«         »0         I 1  sn' 

Veno/    "  V«»«/ 

/• 3» 
,     /dDa\*    ,     ' 


woraus: 


0    1—1 I  8n*t 


I      '      •  •      •  i  »I 


1         I  •  > 


m*cn\i 


macn^adn^  dpa     ,    4^0  (a--r)  /^v 


Endlich  aus  (7)  und  (5): 


•    \cac/ 


(8) 


•        i  „«    •      •    »y     V  .  snocna,     4/00(0—») 

Seist  man  io  den  Formeln  (1)  —  (S)  oi  statt  a,    sü»  ergiebt 
sidi  ({.  IL):  . 


H-m«tn'«aan'r='^Vcl^;  •'t"'«»^'  •     (**> 

O 

7  .  l4-«<tn'*a8n^  =»-  SrSä"'^'''*"'^'  <"> 


X 

\ 


/'l+««W^an«r='^'*°'*«^»'«»'>»  <>2) 


V 

0 


I. 


•h' 


iJ?5r'^+;S'5^rra+  m'^cn^üBT^  a  dn^  ^arc(taDg=t»i-adn^i,tmHlDi;) 

J     l-dD'«a8D«ü  ^**^ 

o 

m*  1 


29 


+ 7i —  J(^^  +  ""TiTT 7-arc{tang=tn'adn'atD©aiWi 


m'*cn'*o 


/• 


1— dn'*asn*»  ^*^^ 


o 


Die  hier  betrachteten  Integrale^  bähen  die  Form: 

l   >  ."         ■-  "   '   '    ! 


c/     l  +  nsn*»' 


c/      l  +  nsn*»' 


worin  t^=:sno,  cnv,  dno,  1  ist    Man  bildet  aus  ihnen  gewohn- 
lich vier  Kla«sen  und  rechnet  t 

•    •":  ■      \-  .     . 

1)  zur  ersten  Klasse  diejeni^n,    üi  denen  n  zwischen  0  und  oo 

enthalten  ist,  d.  h.  die  Integrale  (9),  (10),  (11),  (12); 

2)  zur  zweltctnKlMseäiejeoigen,  in  denen  n* zwischen  Otmd 

Enthalten  ist,  d.  h.  die  Integrale  (1),  (2),  (3),  (4); 

3)  »onp dritten  KläMd  diejenigen,  tn  ddnentt  zwischen «^^^  und  <—  1 

enthalten  ist,  d.  h.  die  Integrale  (13),  (14),  (15),  (1B)V  ' 

4)  zur  vierten  Klasse  diejenigen,  in  denen  n  zwischen — 1  und —  od 

enthalten  löt,  d.  h.  die  Integrale  (6),  (6),  (7),  (8). 

Führt  man  den  ModuliiB-^±=::mi    statt   m    ein,    und    bezeichnet 

Tot     j  ^ 

durch  Ji(v,ä)  das,   was\/(r,a)  wird,  so  ist 

•^»^^'"^=:/     l-m,*sn,«asn,«i,='^    /     \       7V^  W^  * 


d.  h. 


oder 

4'itll>'Uf|-.*'(il>.)   (Ti 


Ji  (m9,mir)Baiit' J(i?,ki) 


J.(M=mV(^.£),  h(v,ai)=m* J{y^        .    (17) 


'.>■' 


u 


$•  24. 

Zur  Berechnnog  der  Funktionen  «/(«»a)»  J(Vfm)  dienen  fol- 
gende Betrachtungen. 


o 


1 — m*8n*a8n*» ' 


oder  wenn  9==  am«; 

■        sia*q>d(p 


JM-^f"^ 


V  1-m«  ffln*y  (l-wi«8n%8in«9)  * 

Setzt  man  nun 

tang9'=dna.tang9» 
so  ist 

dfp' dno   y^  _ /*y         8y 

7Kp*^r^*8n%sin*©'  daa^\/     1— m^sn^arinFy  ' 
Nvn  ist 

i 

V 1— fit« 8in^  (1  - m%Mi«iis!n«9)    ^/^    1— m^sn^aaTn»^ 

1    ^  Pf       sin^y3y  .1-3    ^  /*y        sin<»y8y 

+  2"*J-*l-m«8naa8inV  ^SJ^J     1— m«8n«a8in«9  + -  •' 

o  o 

sogleich 

/y    8in^>8y. 
1— iii*sn*asin*g> 

o 

mHn^af     1— m^sn^aain*^     nfisikNiJ  ^^^ 


o 

Setat  man  also 


y       8in«^y8y  yr(y) 


/y       8in«^9 
1  -  m«8n« 
o 


a  siD*9     m*'  «n*'  a ' 


80  ist  (S.  tt) 


«F,^,  (V)=  «F,(v)-m«'«n«ra.  ^-^^i^j.-- Mv) 


u 

Also 


na 


fl)'  1  1  *t 

-  -  2.4.*...:(ar-S5  "•*^«**^  «  A-i  w . 

worin 

y  scarc  (taug  =:dna  taug  9>). 
SodanD  ist 

•'(«'.«;-„« |_  g„,„  +2-  gn4a  +24  sn'a  +'24B  8B«a  + —J- 
Setzt  man  ai  atatt  o,  so  ergiebt  sich: 


i.as  y>(»)         1  I 


(3> 


wShrend 


cn'a 


(4) 


An'  a 
9'=arc(taiig  =  ^^9). 


3S 


$  25."  ^ 

Durch  die  Formeln  des  vor.  Paragr;  Ist'  JiPfO)  besümmt  fttf  t 
swiaekeD  den  Gränzen  0  und  M  zunächst  Fflr  v  fiber  diese 
Ciriiiseo    hinaus,    wird  sich  J(v,a)  durch    folgende  Formeln  be- 


MsD  setze 


..i    ',\: 


J^t:(v)9v-t{v).  (1) 


so  ist,  da  nach  f.  18: : 

•*  ^  -,>  >^  —  25w*siiÄC0adnasri*p 

£(a+,;t£(a-r)=gE(a)-     ^,^^^,^,„^    , 

^ 

ancb 

T(ä+v)  —T(a'-v)=2nE(di — 2m%nficnadna .  J(v^), 
woians 

•'(*''^^- 2m^sn«cnadna  ^ 

Ocflmach  ist: 

J(c+fo,a)  = 2iiinnacnadDa * 

j/„    X     2p£(a)  +  an(«-t>)^r(a+t>)  ^ 
^  '  ^  2m*snacnadna  * 

.,      ,  _  2wE(a)  +  T(a^^)  -IXo+t^) , 
•^^^'"^—  2fit>snacoadna  * 

wefans  sich  leicht  ergebt: 

■  Sm^snacnodna     ~ 

wenn  man  die  GielciMUig 

T(-ü)=r(ü)  (3) 

beachtet 

Haa  wird,  aber  aus  den  Formeln  dea  §.  18..  oho|e  Mühö  fol- 
gende Formel  ableiten: 


=E(v+a)+E(w+a)-£(a)'-^  |«g(l-fift*8na8iio«iHe8n(o-f  to-f «)), 
woriMM^,]if.eiu^.ioaQ  integrict:,  ,..  .  .    ..^ 

=  T(o+o)  +T(wf  a)  —  T(a)— log  (l+m*8Ba8D9  81110  sn(v-|:«P*Hi))« 

Setzt  man  hier  — a  statt  a,  so  erhält  mao: 

Tfff  +  w-'a) 
:=iT(ih-a)  +  T(to— a)— l*(a)— log  (1— iii*8iia8iio8DW8D(9-Ho— a)); 

zieht  man  beide  Gleichungen  von  einander  ab>  so, erhält  man; 

■ -      /1-hm* snasnt? snto  8ta(p-f  w4-ft)\  ' 

Setzt  man  dies  endlich  in  d^n  obigen  Werth  von  J(v+tp,a),  so 
erhält  man:    ^  '''■'    ' 

1/     \  ■  1/      \  »    :        1         .  i  j/1  -h«*8Pfl8P«»Pwsn(p+to+a)  \ 
=^(t,ii)4^^(tr,a)+2^asp^^o^j^«og^^l  _  m^na8nritoicsn(ü+fi^-a)y' 

Vermöge  dieser  Formel  kann  man  nun  auch  die  liS^erthe  ^TM 
J(v,a)  mr  v^M  berechnen ,  indem  man  nach  und  nach  weiterge- 
hen kanOi:   Zqgkfich  ist 

J{ — r,a)=— /(t>,a).  (5). 


f.  2Ä 


I       1 


Von  den  so  eben  behandelten  Integralen  hängen  eine  R^he 
anderer  ab,  die  wit  betraditeD>  wolien.  - 

■'■■'  '  Mah  littt    >  •  -.  t  -•'• 

.  ■  i 

(1) 

/*'      gpp8p       __  P^      snpSp      g  /*^  msnasn%>8o  '  ■'     «n  , .  ^ 

/     1— ifisnasnr    ^/      l+»isoasnv      t/     1— ^n*sn^asn*p 

o  o  o 

/*      snvdv  /*«^       snra»       _     /^«^        snp8p 

•  i-rnsnaönb  V     l-l^mwirfsne^t/     l-m«^«BsA%- 


87 

Km  ist 


j 


2  — l-^*Äii««mi*r^*'^'''      *- 


■'1  • 


Daraus  folgt  (§.  16.): 


.-ir-        A 


r 


^*        8nt>8o 
P*5?SD*a8n*r  • 

0 

iiiGBadnfi.   °\  ,\dna-'?}ic|ia  'f^adi^,^ .:)-,incqaGiiv/  * 

Dareh  Addition  und  Subtraktion  der  Gleichungen  (I)  erhäl^^inan 
Bim  die  Werthe  too  ^ 

*»f .. .    snv^ 


/ 


0 


Da 


>  • 


l-fmsoasno     msna       msna' 1-f  ^snasnr ' 

80    ist  :l 

•  0 

Id  ganz  derselben  Weise  erhält  man  die  Werthe  von' 

/»» cno8o  Pv    invby  P^      dv 

AnadnvJtnicnacuv*  \J      tnadbtnc'  ^/     sna^sot?' 


0 

■   .1    t»\     !'» 


/^       dv  /*»        dv 

cnvdb^Aa'  ^     dnadbdno' 

O  0 

/*»cnr±cn'o.        /*»din>dn'aj:cn'a-         /*»     «Dtft»...i 
J     l±cn'acn'e^'  J     dn'a±cn'adiiü*^'.  ,/     TJ 


_cn'acnt> 


■/ 


V       invidv 


änajcn^ödnr 
IL  8.  f.,  deren  Ableitung  eine  blosse  Uebung  ist 


I.  I         11     r 


:■-.■% 


tu-.'      .i:        (  .  :l-:i      '.r^  2i7« 


.   *' .  :j  .j.;:;-.'r      .  :;  .♦;  .f   i  *    |»\ 


Eine  neue  Reihe  von  Intesralen    erwuchst  aus  den   vorher- 
gehenden,  wenn  man  Modularßnktionen  einführt,    die   sich   auf 


28 

eiDCD  Modolus  fi  beziehen,  der  zu  m  in  einem  bestlmmtob  Ver- 
bUtnisse  steht  Im  Folgenden  wollen  wir  voraussetzen»  das  Argu- 
ment u  beziehe  sich  auf  dkn  Modnhis  f»,  währead  das  ArgumeDt 
V  sich  anf  dlM  Modulos  m  bezieht 


I.    Sei 


caa 

worin  •  ffichaof  den  ModuLns  m  bezieht^  und  sei  firmer 
- 'tDt(=:dnatnv,  oder  tn(t(,f*):^dD(a,>ii)tii(e,m); 

•■...«■  '     •     J' 

dnadnv  cnv 

sn  tc=:    ■  ■   ■  ,    cn  U^    ,  — =• 

VI — m%ai*asn*t>  i  V 1— m^n'osn^i' 

U.   8.    f. 

du dng 

^~  Vi— m^iAisiÄ' 


. —  >  (1) 

V  1— m'sn*asn*i' 


«j. 


wodurch  nun  diei^e«  Integral  bestimmt  ist 
n.    Sei 

•    •  •   •  ■ 

und  sei  zunächst 

dnif=:dnv  ode^  jdn(«i,fi)'=:dn(i;,m), 

so  findet  sich  :>  < 


■ :  * 


4 


3tf__m*e^         cnv  /^     cng8t>  '  .  ^ 


Um  ako 

*»     cni;dv 


/ 


.  .  .1. 


zu  erhalten,  l>estimmt  man  u  so,  dass  dn(tf,iit€)=:dn(r,iit). 

'"  •  i     .  i.'  -'       .    ■  '•'•.."  M     : 

'■  ■•  •.  .  I    .  »     .      .       ..      ..I  .       .:•..;         I.,...        .1'  .  |i       ;•  j.-  , 


20 

Sri 

sntc=f(nr9  oder  BVi(u,i»)=:8np; 
80  findet  man  leicht 


:  .   ii:-      •'       r     .     .    . 

■-•♦/.    1..»..*   ii;...:    •  •.  i, 

:  f^'jii    .      .  .  ■  t      .  •    • 


dnii=dnt»  d.  h:  An(%fi):=^dn(p,m); 


80  ist 


■•  •  ■      • 

Da  man  das  erste  Integral  fioden  kaoo»   so  ist  auch  das  zweite 
bestimmt. 

Sei 

8ntl=:8n9,  . 

so  ist  ähnlich: 


r-      (*)■ 


in.  Sei.  V 

!  ■  •  : 

•  ■•-•  •  ••  •      '  ■  >      •      .     .  ;■■ 

nnd 

SDti=:8D99  d.  h.  sn(tt,m")==8n(9,m}; 

<  ..... 

SO  erglebt  sich 

o 

Anf  ähnliche  Art  kennen  weitere  Formeln  gebildet  werden. 

■ 

IV.    Es  ist  nicht  schwer,   die  allgemeine  Formel  für  diese 
Umbildungen  anzugeben. 

Sei  nämlich 


•  •       I 


vnd  sei  femer  ^(»»fi)  eine  Modalarfimktion  Ton  tc,  9(1^9»)  eine 
▼on  my  die  wir  beide,  der  Kürze  wegen,  mit  ^(fi)  und  9(9)  be- 
seiebnen  wollen.    Setet  man  nun 


l       I  •  ■  >     ■  1 


80  ist 

Da  '^'(u)  ebenfalls  Modoburfirnktionen  enthStt,  so  kann  es  dordi 
Modularfunktionen  tod  v  ausgedrfickt  werden,  und  man  kann  also 
annehmen 9  dass  if;'(ti)=X(f^)  ist    Daraus  ergiebt  nch  nun:      ^.,>. 

•'=y*?^^+^'     ^^) 

welches  die  allgemeine  Formel  Ist    Sei  z.  B. 

<\ ,     f(m)'=r«^f  •^(a)=snt«,  ipj(r)=sdn(r)j,  also  sn«=s:dnr; 

SO  ist 

^'(tt)=cn«dntf,  ^'(r)  =  --m28nrcnr.  .   ..    :  -i 

Nun  folgt  aber 

cntt=:  V 1 — sn*a= V^l— dn%'=insnr, . 
diiii=  Vl-^*sn«ii=Vl-|Äadn%=V  (t/Hc^^nfl«^ 

alsp  . 

— m*snpcnr3p 


1  ij^. 


-=/ 


m  snc  V  ft'*+ft*m*sn*«' 


+c. 


sn 


Da  illr  u=L,  wenn  £>der  z^fTit*  gehurige  Modularquadraot' Ist, 
u  =  l,  also  dn9=l,  d.  h.  9=0  ist>  so  hat  man: 


I' •'  !i 


Stellte  man  sich«  unter  denselben  Bedingungen ,  die  Aufgabe, 
den  Ausdruck 


/ 


II. 


zu  transformiren,  so  erhielte  man  statt  desselben; 


/ 


dn*«'  —  m^snrcnpflg 

r-6«dn«r'  ^n  » .  V^^'«+^«masn«r 

cngdn^flty 


tt 


womw.deno:.  .  ^ 

,  ;      ■       -  I  i  ■      .    ■  I  '   ,  "  ■  i         '  •         1     •  I  r '     •■      .        •        •  -"  '      ;  I 


'«. 


.  I     ■'     • .  .  .     .  •  •  1  ■  I .  { ■   « 


d*  li*  ^  ^ 

V 


io  wekher  Formel  ^  JtttegnJe  rechter  Hai|d  nach  $.  23.  gefun 
den  werden  können. 


« 


{.28. 


Zum  Schlüsse  mSgen  noch  einige  ßedoktionsformeln  aufge- 
fäbrt  werden,  welche  die  Anwendung  der  obigen  Formeln  in  vie- 
len Fällen  erleichtern. 

Es  bezeichne  F  eine  Modularfnnktion  von  p  und  man  solle 
das  Integral  f  V*dP  bestimmen.  Wie  man  aus  §.  10.  ersieht,  ist 
immer 

3v  _.  1 

wori|ta/6,  cbestinpit^,.  Icdn^antp.Wertb^  haben.v  Also  ist 

Man  B%tt/^  nun  j.  ^ 

so  ist  .'.; 

fly  __  (n--3)a  F"--^4-(ii— 2)6  F«-«  +  (n--l)c  F« 

worans 

F«-«  Va+6F*feF«  (1)  \     ■ 

i-^)ajv—*  ar+  («-2)  bCv*-9  dr  -|-  (n  -•  1)  «  /V"  «p  , . 

welche  Formel  ein«  teichte  Redaktion  gewährt. 


bt  nun  n  eine  gerade  Zahl,  so  kana  man  das  Intejpml  A F«8^ 

durch  die  Formel  (1)  auf /dr =9 und /f* 89  suriiGkfllhrte,  Toa 
denen  das  letztere  durch  §.  18.  bestimmt  wird.  Ist  aber  n  unge- 
rade, so  wird  das  Integral  /F"d9  wit  jVdp  und /psd»  sorflclL 

gcfbracht  Das  erstere  bestimmt  man  nach  §.  lA.;  was  das  Ist«- 
&re  anbelangt,  so  ist: 

d%in9 

-g^s=— (l+«*)Bnr+aii^aii»«', 

8*cn9  ,    ^ 

-g^  =  (— l+2m^  cn9  ~  2ii^cn»9, 

^g^=(I+iii'«)tnr  +  2m'«tn»P, 
-g^=(l+m'«)ctn9+2ctn»r, 

^?=(l+m'«)dnr-.2dn»r; 
also: 

2m*  /  sn'r39  =  {l+m*)  /  snrd^-f  cnrdor, 
2m*  /cn»r39=(2m*— I)  ßcnpdv  +  snvdnv, 
im'^rtühf^=^l^n'*)rtnvBv  +  ^,        *  (2) 
2  /ctn»ra9=i- iHm'^ ßctu r Br  —  ^ , 

Es  ist  leicht,  die  Formel  (1)  auf  spezielle  Fälle  anzuwenden. 
Ist  z.  B.   F=:8nr,  so  ist  (§.  10): 

11=1 ,  6=— (l  +m«),  c=m«,  also  da  V  a+b  V^c  ^*=^  =  cnr  dn r  : 

SD^rcnrdnr 
=  {nS)  /8n«-*9ar^«-72)(l+m«) /sni^2|^9+(«— 1)^*/^^     89  . 

In  $.  14«  haben  wir  gesehen,  dass,  wenn 


•  I 


3S 


das  btegnl 


) 


aaf  die  Fona  ßGdv=:Gv  +  H,  worin  G  and  tf  Kongtenten  sind, 
mlckgeflihrt  werden  kann.    Hat  man  nni  einen  Ansdmck 


rXBx 


irorin   X  eine  rationale  Fanktion  von  o:  ist,   so  setze  man  in  X 
den  Weith  von  x,  der  ^ 

y'^Xdx  P 

\r—^^  die  Form  /  Wdv  annehmen  wird,  wo- 
rin W  eine  rationale  Funktion  von  Modularfinlctionen  (F)  ron 
V  bezelcbnet  Durch  Zerlegung  wird  man  also  immer  anf 
Formen: 

kommen,    llbn  kann  nämlich  bemerken,  dass  die  Substitution  Ar 
X»  welcbe  /^---^  auf  die  Form  IGdv  bringt,    immer  die  Fona 

a+bV    -  a+6  F» 

hat    Die  erste  der  obigen  drei  Fonnen  haben  wir  so  eben  be- 
trachtet   Was  die  zweite  anbelangt,  so  ist 

■ 

Setzt  man  fai  dem  Ausdruck  — (g4.g  VY-^ —  *  ""'"^  '^=^»  4*'* 
renzirt  ihn  in  Bezug  auf  A  und  bemerkt,  dass 

1  _.   ?v 


so  erhält  man 
Tbeü  \ni 


H 


/>    A„  /*     dv 

=-(a^H6«*^+c««)('--l)/(jj:|^^r+(2<^«H6«^(2r-3)/^;;|:^)^ 

^e(r-Z)J^^^ßyy_^-     (3) 

Ganz  eben  so,  wenn  a+ßF*^l  geaetet  wird,  und  unter  der- 
selben Bedeutung  für  das  Doppebeichen : 


.f. 


(4)  .  .    •  1    .:  ,• 

(3cft*\  /•       3v 


•l-    « 


welche  beide  Formeln  ein  Integral  auf  eine  Reihe  anderer  reän- 
ziren.    Die  obige  Behauptung  ^  dass 


A 


Bx 


I-  •■ 


.].    •        ..     _  «4 


•  '  '  '  ■ 

auf  die  Form  jGdv  imeh  eine  Substitution 

Q+bV     ,  a+b  F« 

c+dV  c  +  äF* 

gebracht  werdi^,  becjarf  n^o  noch. einer  jumenJRechtfertigvpg..,  .,; 

*  •  ■  I 

In  den  §§.  13. 14.  liegt  dies  nicht  so  ganz  klar  vor  Augen»  unä 
doch  muss  es  der  Fall  sein,  wenn  obige  Reduktionsformeln  sol- 
len angewendet  werden  kCnnen.  Wir  wollen  desswegen  die  FftUa 
des  $.  14.  nocIrniBls,  kura,i  auch  in  dieser  ßeiiebung,  betrachten, 
und  nachweisen ,  dass  durch  eine  derartige  Substitution  der  Zweck 
erreicht  wird.    (Die  Nummtfrii  beziehen  sich  auf  die  des  fi.  14). 

I.    Man  s^tze 

*  ■ 

^~  1  fAtnv 
und  bestimme  f,  ff,  so,  dass 

a  +  b9  +  ¥+cfg  =  0.a'  +  b'g+b'f+Cfg=0i 
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ans  welchen  Gleichungen  /*,  q  unzweideutig  bestimmt  werden  kun 
oen.    Ferner  bestimme  man  h  so,  dass  dann 

nnd  der  Modnlns  m  sei  so  bestimmt,  dass 
■o  findet  man  fQr  das  Integral: 


(g-/OAat> 


1 . 


II.  Die  angezeleten  Substitutionen  flihren  sn  einer  Formel'  in 
%M  welche  mit  der  (n  des  f.  13.  zusammentrift.  Es  ist  also  dam 
am  setzen: 


ifl=k 


1— cnp_  ]n'—x 
I+cnr~"  ^  —  x 

x-n' 
iX  —  n 


fForaus  der  Satz  folgt. 

III.    Sftmmtliche  Ffille  fähren   auf  die  Formel   in  IL  $.  13., 
woiBos  Bvn  ebenfalls  der  Satz  erwiesen  ist. 


i:.     k 


Die  Formen 


y^  8t;  p   Bv 


auf  wUche  die  Fonneln  (3)  und  (4)  fiihren»  gehören  zu  den  in 
{•  26.  nnd  $.23.  betrachteten. . 

Damit  schüeasen  wir  die  Uebersicht  der  Theorie  der  ellipti- 
achen  Fonktioneo..  Etwas  Vollstähdiges  zu  geben,  lag,  wie  schon 
frflhcr  gesagt  wurde,  nicht  in  unserer  Absicnt,  doch  glauben  wir 
die  Havptmomente»  die  in  der  Anwendung  auf  ;die  Integralrech- 
nmg  wichtig  sind^  angedeutet  zu  haben.  Es  mag  zum  Schlüsse 
nv  noch  bemerkt  werden,  dass  die  in  §•  23.  eingeführte  Funktion 
J(v^)  zur  dritten  Gattung  der  elliptischen  Funktionen,  nach  Le 
geadre's  Benennung«  gehört,  und  dieser  sie  mit  It  Ms  Funktions 
zeichen  heseichnet. 


Theil  \m.  »* 
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.    r   1      m(m+l)(m  +  2)....(?fi+r— 1)  .    ,     ,.      -,       ,: 
woriD  [m}r=Z'j^ — A      g ^^ ^^ — = ^^  bedeutet.     Von  dieseo 

Gleichungen  9  die  sich  so  enge  einander  anscbjiessen,  hat  der  Verf. 
nur  1.  und  3.  in  §.  3.  und  g.  5.  entwickelt.  Den  Zusammenhang, 
der  zwischen  den  positiven  und  negativen  hohem  Unter- 
schieden einer  Function  herrscht,  hat  er  ausser  Acht  gelassen 
und  damit  eine  reiche  Quelle  der  Vergleichunc  und  der  VervoU- 
stftndigimg  einer  Theorie  nicht  benutzt.  Auf  8.  118.  scheint  er  so- 

gär   diesen  Zusammenhang   und  die  allgemeinen  Gesetze  fSr  die 
Obern  Unterschiede  in  Anrede  zu  stellen.  ^ 

Diese  Gleichungen  sind  zwar  vorerst  nur  formell,  gcfltea  atak; 
von  jeder  einfachen  Function  ohne  Unterschied.  Um  ihnieti  Ib- 
halt  zu  geben,  hat  man  die  Gesetze  des  Unterschiedsnehmeiu 
und   des  Aufistiifens   auf   die    einzelnen    Functionen   anzuwenden. 

Diese  sind  bekanntlich  xr,  a',  \gx,  a:'\^.  Sin  x,  Vobx Nicht 

alle  lassen  sich  gleich  leicht  behandeln.  Aber  auch  die  wehiger 
schmiegsamen  lassen  sicli  einem  allgemein,  Rir  positive  und  ne* 
gative  m  gültigen  Gesetze  unterwerfen.  ^Vir  weisen  diess  durch 
folgende  Zusammenstellung  nach. 

■ 

9.  A««*=(a*— l)>"a*  ({.  32.) 

10.  A»l=(lr^)"A  (S.32.) 

<  '  ■  ■ 

11.  A'"ari»l*=p«l-i(:p+wA)P-'»  **"•  (§.  30.) 

'^  A.^i=(-)-S£5r  «•  30.) 

13.  A-SiDa-=Sio(«+j«i'^— )".2"(Sin^)"     (J.  33.) 
14.  A»  Coga:==Co8(ar  +  m^^)"2"(Sin^Ä;»  ($.  33.) 

15.  A—  g'  =  (atÜi),=(°*--«)-*«'  («•  39-) 

f 
1         ■  fl"»*  1  /l  — fl^-«"    1 
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19.  A-H-Siiiaf  = 1 -^  (S- Ä.) 

Co8(a7 — m — s — I 

aa  A-»co«j;=— r^"^"  ^8-  ^•) 

iMe  Identität  der  Darstelluoeen   9^14   fllr  positive  Unter- 
tAiftim  mit  denen   von  15 — ^^20  liir  nega^ve  Cunerscbiede  der- 


ben Fanctionen  liegt  80  klairvor  Augen  ^dase  sie  gar  nicht  be- 
lüvifeh  werden  Icann.  Fflr  die  positiven  und  negativen  Aubtufun* 
geo  dbr  einfachen  Functionen  erhält  man  auf  gleichem  W^e: 

21.   ^a^=,(y^^a^)^a'  (ff.  10.) 

23.  f"SiDar=2"Sin(a:+^mA)(Cog|*)»       (§.  H.) 

24.  C"Co8a:=2"Co8(j:+s-jnA)(Co8Ä)»      (§.  12.)») 
25.  ^-0-=  (3q^=(l+«»)— «'  ($.  14.) 

_             Sin(x-^) 
27.  ^Sin*= 1^  ($•  15) 

2»(C08-gÄ)" 

Cos(a; — ö^äA) 


*)  Anm.    In  den  ohen  angefahrten  $$.  f$,  11,  12,  15  and  16  Grelle*« 
JawB.  II.  Bd.)  eind  durch  ein  Verteheii  anrli  die  Formen 

■     1  1     «•        ."  '"' 

•  ^Stoa:=(— >"»»Sin(jr+^Ä)(Co«-A)  ,  ■ 

11 
^Co««=:(— )»a»CiM(;r-fjiviAXCo^A)« 

.1  .1  ■ 

als  gnlt^  abgegeben  worden.  Otee«  Ufc  nicht  der  Fall,  was  ich  .hier 
▼erbsMemd  bemeifee.  Da«  Gleiche  gilt  von  den  negativen  Aufatufiingea 
von  Sinx  und  Coeor. 
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Auch  hier  tritt  die  Identität  der  (ileichungen  2t— 24  mit  25— !28 
für  positive  unA  uegative  Aufstufuneen  klar  hervor.  Ja 
der  £usanimenhang  zwischen  den  hohem  Unterschieden  und 
den  hohem  Aufstufangen  9-^20  und  21—28  ist  nicht  zu 
verkennen. 

Die  DarsteUuig  für  Ai^o*  und  ^*a',  A±- Jj  und  ^~ 

Ai*  SInjr  und  ^±'"Sina:,Ai"Co8;r  und  &"*  Cos  drergiDsen  sich 
j^enseitig  im  Systeme ,  und  sollten  aus  diesem  Grunde  schon 
m  einer  Theorie  nicht  fibergangen  werden,  abgesehen  von  der  An» 
wendbarkelt  und  Brauchbarkeit,  welche  sie  in  der  Sumroenrech- 
Dung  leigen.  Die  Gleichungen  13.  und  14. ;  15.,  19.  und  26.  ated 
BWiar  von  dem  V^rf.  (S.  19.  J.  4.  o.  S.  117.  $.  8.)  angegebeo,  US 
den  Zusammenhang  aber.,  der  zwischen  ihneq  heitscnt  (Ar  Ato 
Theerie  der  Dliferenzen  gewiss  nicht  unwichtig),  ist  nicht  liin|{e- 
wlesen.  Er  ist  sogar  durch  die  Darstellungen ,  die  auf  der  Seife 
117.  ^egieben  sind,  verwischt.  Zu  dem  hat  sich  in  die  dort  mit- 
getheilten  Darstellungen  ein  Versehen  einge^chlichen.  Die  For; 
mein,  die  wir  in  der  Bezeichnung  des  \m.  hier  geben,  sollen 
wohl  heissen: 

Z"Siu  .r  =(2  Cosec  g-Ä)"Sin(a:— n— yj  und 

.   .  ■     s 

S"Cos  a:  =  f  5^  Cosec^A)"  Cos(i:-r»-^ — J , 
während  sich  dort  yorfiiidet: 

S"Sin:r=(2Cosec|A)"Sin(a:-ii^!^) , 
2"Cosa?=(2CoseCflrA)"  Cos(.r— M— 5— ) ' 


was  mehrere  mal  vorkommt,    während  die  Gleichungen,  woraus 
diese  Darstellungen  abgeleitet  sind,  in  §.  2.  S.  90.  richtig  stehen. 

6.  4. 

Nicht  so  willig  lassen  sicn  die  Functionen  xp  und  Igx  für 
die  Differenzen  und  Aufstufunsen  und  xf\^  für  die  Aufstuinngep 
behandeln.  Um  auch  diese  dem  allgemeinen  Gesetze  zu  unter- 
werfen, dient  die  Methode  der  Darstellung  der  Unterschiede 
und  Aufstufungen  durch  Differenziale  und   Integrale. 

Um  diess  nachzuweisen,  sind  allerdings  einige  andere  Unter- 
suchungen nuthig,  die  jedoch  durchaus  nicht  weit  ausgreifend  sind. 
Die  hierzu  erforderlichen  Gleichungen  finden  sich  (§.  42.  Grelles 
Joum.  12.  Bd.  {.  19.  und  20;  Cr.  Journ.  33.  Bd.)  angegeben,  und 
entwickelt.  Sie  sfaid 


46 


2.1«I'A— »/         ^^""^^ 

Beide  Darstellungen  unterliegen  offenbar  einem  und  demsel- 
ben Bildungsgesetze  für  {-{-m)  und  ( — nt),  wenn  man»  wie  sieb 
leiqht  erweisen  lässt,  l>einerlct»  dass 

Sie  gelten  sogar  ftlr  gebrochene  m.  Der  besondere  Fall,  wenn 
i3i==1  in  $..i8t»  wofür  der  Verf.  9eiiier  Wichtieiceit  wegen  zwei  m- 
rflcUanfende  Bildun^weisen  mittheilt,  gibt  die  belcannte  Bernoulfi- 
«che  Rf i''^  und  es  ist 

I  :J*XAf_ 
■•"  2S2lO(S)»  "■ 

So  oft  man  nun  die  fcChem  Differenziale  mid  Integrale  einer 
Function    darstellen    kann,    so    oft    kann    man    auch  !  hiernach 

A^^A'utid  äT^X  geben.  Für  .fc=a;F|(dle  noch  fragliche  Function) 
ersehen  sie  sieh  leicht.  Fflr  A=lg:r  sind  die  hohem  Differenziale 
auch  bekannt.  Die  hAhem  Integrale  aber  sind,  so  viel  mir  bekannt 
ist  9  nicht  gegeben.  Die  nachstehenden  Gleichungen  werden  die 
etforderlichen  Dienste  leisten  und  das  Fehlende  ergSnzen.  Es  ist 
im  Allgemeiaen 

worin  lpl^sil.2.3...p  und  SC(l,%i,:p)P-^  die  Suromen  der  Ver- 
bindungen ohne  Wiederholungen  aus  p  Elementen  zur  (p — l)ten 
Classe  sind. 

Aus  3.  erhält  man  mit  diesen  Hittein  ausgerüstet: 

10.  i^X=2'^X+miß^^l^ 
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zwischen  Ä'^Z  und  ^'^X.C^X  nnd  j^JT  so  einfach  zu  Tage, 
dass  alle  Coniplicationen  wegfallen,  una  dass  also  auch  der  Zwei- 
fel des  Verf.,  ob  flberhaupt  ein  ,,aUgenieines  Bildungsgesetz*'  ab- 
gesehen werden  kann  (S.  118.  §.  £)  nicht  gegrOndet  ist,  da  ein 
solches  existirt. 

Mit  den  bisher  aufgefundenen  Htllfsmitteln  kann  nun  eine  Som- 
menrechnun^  ohne  Schwierigkeit  durcheeftihrt  werden,  worin 
die  Trennung  in  zwei  Hauptarten  von  Reinen,  mit  einerlei  and 
abwechselnden  Gliedern,  sogleich  hervortritt  Die  Betrachtangen 
nun,  welche  derselben  eine  teste  Unterk^e  geben,  sind  (§.  72.  n. 
ff.  u.  g.  104.  u.  ff.  Cr.  Jour.  14.  u.  15.  Bd.)  der  Lehre  v.  d.  anfst 
Funct  niedergelegt.    Bezeichnet  man  nun  auf  folgende  Weise : 

2.  Äo-ATi  +  Ji— Jf,...(-)-J.=S(-)«Jri.; 

so  erh&lt  man  durch  eine  elementare  Erörterung  folgende  Grand- 

fesetze  für  die  Darstellung  der  Summen  aller  einfachen 
'unctio^en: 

4.  S(H-Jr.=  (-)-^'jf»+i  +  ^'X 

Die  Auffindung  des  fraglichen  Summen-Ausdrucks  beniht  daher 
auf  der  entwickelten  Darstellung  zweier  Ausdrficke  der 
ersten  negativen  Differenz  oder Aufstufung  einerFunc- 
tion.  Da  nqn  in  §.3.  und  $.4.  gezeigt  wurde,  wie  sie  ftir  alle  Fälle 
gefunden  werden  kGnnen,  so  kann  auch  die  vorliegende  Aufgabe 
a.— 4;)  immer  gelOst  werden.  Als  Beispiel  diene  der  weniger  ein- 
fache rält  wenn  ^o=^  '^^  Man  erhält  dann  aus  7.  §.  4.  nach 
der  Vorschrift  von  3.: 

5.  SXn=s^  +  (x+h)P  +  (a;+2h)P+ (x+nh)P 

=-(^^[(^  +  (n+l)*)p+*  -äH-i] 

-^^^l^^[(^+(n  +  l)A)P-»-:n-»lA» 

.         .  .  • 

•  I  ■  ■  -  •  ■  .  , 

..  .Aus  11.  $.4.  erhält  man  nach  4.  folgende  zwei  besondere  Fälle, 
flf|:' ein  gerades  und  ungerades  n: 


■»:• 


>    t . 


i.:    6.  aP'^(x+kyf  +  (x+U)P....  +  (x  +  nh)P=S(-)^Xn 
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=j[*+(«+l)A)i'+«'J 


-  5  *l(»+(«+l)A)^' +  arP-'J 


7.  ««•—(« +*)P+(a:  +  2&)P...-(a:  +  nA)P=5(—)"Ji» 
+  |A[(a: +(«+ l)A)P-»-a#-»] 

Di«  aas  5.  sieh  ergebenden  besondern  Fälle  sind  bekannt.  Die 
apfl  0.  und  7.  sich  ergebenden  weniger.  Wir  steilen  daher  eini^ 
hier  xusammen»  damit  man  daraus  die  Anwendbarkeit  der  hier 
nitgetbeilten  Methode  ermessen  könne: 

a  1— 2  +  3-4  +  . ..±«=^ 

n 

—2' 


"~"~  2  ""2~""    1.2     ' 


—2" 4"  ' 

t-^2»+3*— 4»+...±it*=^+  ^j 4+5 

n*     Sil*  ,  Ön* 
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Ke  Beantworfang  dieser  zwei  Fragen  flihrt  zo  folgenden  Üar- 
KtelhiDffen.  die  in  {.73.  Qnd(.  90.,  $.91.  meiner  oben  genanntenScIirift 
eatnricKeit  sind: 

1.  S*J.=(n+l)A;,+iijr,+(n— l)J!r, +•...  + JU 

S»*i=[n+l],A;,  +  [ii],2r,  +[n-l],A, +  A. 

=  A-' jr«+,-[«  +  1],A-'  A'o-tn+l],Ä-*^,-A-«A,. 


5^  jr.=[«-|-l].i-,  j|,+  [n]«-,  Jf,  +  [«-1]—,  Ji  + ...  *. 


=A— 'liH*-  [n+1]«-,  A-'jTo-  [n+l]»_aA-*A,-...-A-"  Jf, 


■.  2.  s-(— )-jr»=^,r-[2jm-,J«;-,+[3]»_,ir»-,-...±[jt+i],_,jro 

=^Jf,±[n+l]«_,^*jro+[n+l]«_,^'Ä,....±^"^»-, 


Form  der  sieb  aus  $.  90.  und  §.  91.  ergebenden  Reihen  mit 
ihren  Stimmen- Ausdrücken  ist 

3.  lo+2Jr,+3Ji+4Jf,... +(«+1)J:, 

= (ii+i)A-'  ji:»f  ,-A-'jr»+,+ A-'Ao. 

1;,+ [2],  JTi  +  [3],^+ [4],  jr, ....  [n+I],  Jf. 


j;,  +  p],_,  IT,  +  [3]»_,  AT,  H.[4]«_,  Jf,...[n  + 1]«-,  JT, 

=ln+l]«-,  A-*Jf.+,-rn+l]„_aA-'  Jf^^, ... 

...(-)-  'A-"A»+,  (-;-A-"  Ai ; 

4.  J^-m^Xf +(3]»-a Jr,-[4]«-i Jr,....±[«-H]i,^iJC, 

Hierinist[y]^y^y*-^y+fj"y'-^>  •   Die  ir.  1.  und  2.  ange- 

gAeneti  Sumnien-Ausdracke  enthalten  »>  viele  Constanten  (wenn 
nan  diesen  Ausdnick  gebrauchen  trill)  als  die  Wiederholung  der 
SuBBearecbnung  rerlangt;  die  in  3.  und  4.  angegebenen  nur  eine 
Goastmnte. 

4* 
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Ueberzeaeung  aussprechen,  dass  der  Verf.  bei  seiner  Gewandtheit 
io  Handhabimg  des  Caicuis,  eine  gehaltreichere  Schrift  dem 
Pablicani  übersehen  hätte,  wenn  er  von  der  hier  angeregten,  all- 
gemeinem Ansicht  in  Durch  tu  hrung  der  D  i  f  fe  renzen-  undS  um- 
neorechnuBg  ausgegangen  wäre^  daran  die  weiteren  Resul- 
tate geknfipft  Kitte,  welche  in  der  neuesten  Zeit  Ton  anderen  Schrift- 
steilem  eröffnet  wurden ,  und  dadurch  zur  Feststellung  der  Grund- 
zQge  einer  Wissenschaft,  ihrer  Verbreitung  und  Erweiterung  bei- 
getragen hätte. 

Die  hier  niedergelegten  Bemerkungen  sind  keiner  Nebenab- 
sicht, sondern  dem  Wunsche  entsprungen,  nach  Vermögen  zur 
wissenschaftlichen  Begründung  des  von  dem  Verf.  behandelten 
Zweigs  der  Mathematik  beizutragen.  Ihr  Zweck  soll  daher  nicht 
m  leeres  and  unfruchtbares  Negiren  sein,  sondern  ein  gemein- 
sames Aufbauen.  Hiezu  ist  Austausch  der  Ansichten  und  vereinte 
Kraft  nöthig,  denn  nur  auf  diesem  Wege  wird  die  Wissenschaft 
gelprdert  werden.  Die  vorliegende  Schrift  soll  als  Compendium 
nir  «indemische  Vorlesungen  dienen.  Vielleicht  nimmt  der  Verf. 
biebei  gelegentlich  die  Veranlassung»  das  Gesagte  zu  beachten 
und  zu  prüfen,  ob  und  was  daran  als  richtig  sich  bewähre;  es 
hat  ja  ohnedem  grossen  Reiz,  bei  wiederkehrenden  Vorträgen 
einen  und  denselben  Zweig  der  Wissenschaft  von  verschiedenen 
Seiten  aus  zu  betrachten  und  zu  beleuchten. 

Unter  die  Verbesserungen  sind  noch  nachträglich,  ausser  den 
m  {.  3.  angegebenen,  aufzunehmen: 

S.  19Z.12.  V.  o.  A«Sinar=-K2Sin^A)»Cos(a:+^) 

statt  (2Sin~A)»Sin(a:.f^Y 
S.  178  Z.  13.  V.  o.  ^i^y  statt  ^^^^^r. 


I 

/ 


I 

I      tnini  lineae  PQ  ptirallelaiu :  priiuuai  apparet,  puucta  1^  et  F  cliios 
I      polo8  6886  harmoiruMi»  coniiij^ato^  rectae  lUZ,  et  ob  eam  cau^saiii 

DeinHe  quuni  sit  PQ  polariM  harroonica  piiticti  R,  eademque 
Kneae  MX  parallela,  erit  mX  semidiametrp  mZ  coniugata,  atuue 
ideo  piincta  F  et  y,  ubi  MX  per  lineam  PR  et  per  Tineam  Qy, 
redae  MZ  parallolani,  secatur^  erunt  dao  poli  harmonici  coniugati 
fioeae  MXj  itaque 

MY.My-MX^, 

Jaiii  vero,  si  angulos  QRV,  PRV,  RMV  (neu  RVP),  QPR 
et  PRff.  deinceps  literis  a,  ß,  9,  y,  ip  deftigneniua,  acqoatioiies 
jmdeunt  hae: 

Mr=MR.'^  et  My=QV=RQ.''^=PQ.^-^; 
Biny  i7     «  ^    ^1,1^  V  81119. c»n^ 

Bode  sequitur: 

[MZ.IUX,H\ng>\^=z  [2^ZMX]^ 
=^MR.MV.MY.My.Bm\=MRKMV.PQ  ,«''"«  **'"^- ^'"  y; 

vel  fi  literis  p,  q,  r  rectae  perperidiculares  e  centro  ^  ad  QR, 
/W,  PQ  demiaaae  iiotentur: 

im  pssiMR^Bina,  g=^ IHR ,sinß  et  r=:MV.ainip  esse  debent 


'Quopiam  duariun  ellipslum  areae  at  triangala  a  binis  semi- 
dbmetrls  coninsatla  eamm  constitata  se  habent:  si  tres  polares 
liiimoDlcas  conlugatas  PQ,  QA»  RP  easdem  simul  ad  diversas 
düfiaes  referamus,  et  literis  ^^  p^;  q,  qi;  r,  Vi  aut«  periiide  at 
aaptä,  temaa  rectas  peqiendicolares  aut  omnino  temas  parallelas, 
e  ceätrls  earum  ad  nneas  QR,  RPj  PQ  demissas  desigiiemns, 
ior  aequatlone  modo  iDTeota  colUglmas»  areas  illamm  ellipsiam  qua- 
ArkCiM  esse  slcnt  producta  p-q^r  ^  fi.qi.Ti\  id  quod  in  himc 
■odam  ezprimere  possmnas: 


Theorema    1. 


Bioarum  ellipsiuni  areae  quadratae  sunt  inter  sc, 
«I  lernorom  segmentorum  producta»  quae,  tribusrectis 
lin^is  utcaoqae  datis  parallela,  inter  centra  ipsarum 
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et  tres  rectas  polare«  harmonicas  coiiiugatas»    carvis 
ipsis  communes,  interGipiuntur. 

Hinc  autem,  quoniam  lineae  PQ,  QR,  KP,  quae  iDtersecti- 
ones  Py  Q,  R  lateruni  oppositorum  qoadranguli  completi  ABCD 
ifiter  se  iungunt,  quoad  onines  ellip«e8  per  piincta  A,  B,  C,  /> 
tranveuntes,  polares  trea  harmonicae' coniugatae  sant,  sine  ullo 
negotio  eflicitur: 


T  h  e  o  r  e  III  a     2. 


Inter  ooiues  ellipaes«  per  eadem  (juattuor  poncta 
transeantes,  einsarea  minima  erit,  e  cuiaaceotro  ai  ad 
eas  lineas,  quae  coraustoram*)  quadranguli  compieti« 
per  illa  puncta  eonstitati»   intersectionea  tres  coniun- 

Soiit,  tria  aegmenta  datis  quiboslibet  rectis  parallela 
ucantar,  istorum  aegmentorum productum  omniam  mi- 
nimum  exiatet. 

Praeterea  conatat,  quod  etiam  in  tomo  quarto  »»Archivi  Gm- 
nertiani^'  geometrice  a  me  oatenaum  eat: 


Theorem  a    3. 


Omnium  sectionum  conicarnm«  per  eadem  quattuot 
puncta  transeantium,  centra  in  alius  sectionis  conicae 
peripheria  sita  esse,  qnae  quadraneuli  completi,  per 
lila  puncta  constituti,  latera  sex  bifariam  secet  atque 
inauper  t:oraustorum  eins  tres  intersectionea  con- 
tineat. 

Dttobus  hiace  theorematia  poaterioribua  perspectis,  cetera 
omnia  per  se  patent.  Primum  enim  aequatio  eins  sectionis  co- 
nicae t  quae  omnium  ellipaium  quadranffulo^  dato  circumscriptarun 
centra  complectitur,  quaerenda  et,  quo  facilior  theorematis  secundi 
applieatio  nat,  ita  cooformanda  erit,  ut  segmenta,  quae  tria  nn- 
mero  e  aingulis  huius  sectionis  conicae  punctis  ad  polarea  har- 
monicaa  coniugatas,  illia  ellip«»ibu8  communes,  ducuntur,  simul 
coordinatarum  vices  sustineant;  deiude  istius  aequationis  ope  opor 
tebit  productum  trium  illorum  segmeotorum  per  haec  ipsa  aieg- 
menta  variabilia  expriniatur  et  differentiale  eins  =0  ponatur;  quo 
facto,  assumptaque  ad  duas  aequationes  ita  ortas  tertia,  quae 
inter  tres  culusque  puncti  coordinatas  intercedit,  conditiones  centri 
ellipseos  quaesitae  apparebuot 


*)    Uaec  vox,    a   lexicoKrapliis  nr|:-ler.ta.    apad   Bo€tiiini  vel  poüni 

tum,    hie  omnino  Ulbraeins  oppoaitn  tig^ificjit  (Chaslct  Oetdh.d.  G^oai., 
übemetot  ▼.  Sohnke.    p'.  582.).  >  >' ' 
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$•2. 

■ 

Ponamas  i^tar,  esse  A^  B,  C,  D  puoeta  quättuor  data,  per 
oQae  ellipsU  minima  ducatur:  ante  omnia  moneo^  haec  puncta  ita 
oebere  ioter  «e  collocata  esse,  ut  nullum  eorüm  lotra  tnaiigulum 
a  TeliqoiB.  ofectom  cadat.  Sint  porro  P^  Q,  R  iotersectiones  co- 
raastorura  Aß  et  CD,  AC  et  JB/>,  AD  et  JSC  qaadranguü  com- 
pleti,  quod  per  illa  puneta  constttuitur;  puncta  J,  CL^lE,  F^ü 
Bedietates  istoram  lateriim,  et  Pi,  Q|,  Ri  ea  puncta,  obi  lin'eäe 
QR,  PRj  PQ  a  iineU  PA,  QA,  RA  secantur.  Suppooitur  autem 
Uc,  A  iUod  esse  e  quättuor  punetis  A,  B,  d  D,  quod  intra 
trfaungalum  PQR  se  habet  Denique  segmenta  PPi,  QQi»  RRif 
APi9  AQi,  ARi  deineeps  literulis  Pi»  gi»  r^;  n,  %,,  if  .fißPIg* 
DMitiir. 

Conaentäneum  est,  coordinatarum  munus  iels  segmentis  iniun- 
gere,  quae  rectis  PPj ,  QQi,  RR\  paraHeia  ex  quolibet  puncto 
uiqne  ad  rectas  QR,  PR,  PQ  tendunt,  istaque,  literis  p,  q»  r 
notanda,  sensu  aut  positive  aut  negative  accipere,prout  punctum, 
quod  definiunt,  ex  eadem  parte  linearum  QP,  PR,  PQ  atque 
angali  eis  oppositi  P,  Q,  R,  aut  ex  parte  contraria  siimatur« 
Hoc  autem  pacto«  notum  est,  inter  cuiuslibet  puncti  coordinatas 
hanc  aequationem  existere: 

^+^+-=1.  (1) 

Pi    9i    n  ^^ 

Et  quoniam  Sectio  conica,  eliipsium  illarum  centra  cöittfai^ns, 
per  puncta  P,  Q  et  R  meat,  aequationi  igitur  eins  binis  coordi- 
nattf  p'et  q,  p  et  r  vel  q  ei  r=0  positis  satisfierlnelj^seest; 
praetereaque  qnnm  omnis  Sectio  conica  qüinque  püncA^  snis  «tätis 
ab  omni  parte  determinata  sit,  perspicuum  est,  aequationem  istius 
aectionis  sie  debere  cfnnparatam  esse: 


pq^^.pt  +  v.qr=::0; 


I  • 


;..li: 


«hi  ^  et  V  quantitates  duas  denotant  constantes,   quarum  valores 
e  dnorum  aolrac  carvae  punctonuh  o^ordinatis  eruendi  sunt 


»►..'A 


%      ■    ■■     .   .1      .V.  .    ■?    ■         ■••-.' 


I       ■  '■ 

i 


\\-  1   I.';-  .  ■  üi'     '.      ji...i,:j  ;  M  •  £    o' 

'•     .!■ ■!-'        *•      •      ",    ■ 

Coordinatae  /;  et  g  omqis  puncti,    qupd  ad  rectani  infinitam 
RRi  pertinet,  legem  «equuntiir  hanc: 

p APi  _J«. 

et  si  e  puncto  C  ad  redam  <}lZl;Uo6tt  €!Pi|,    lioeae  APi  parai- 
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lela  ducatur,  punctorum  Q,  A,  Qi,  C  quattuor  harmouicorani  ra- 
tione  habita»  proportio  haec  evadit: 


CPii_CQ 

AP,  —AQ  - 

CQr 

9         i 

.      CP,t     «       p 

ItaqHe  lineanun  iofinitaram 

•  m 

RA 

et 

RC'  aeqaätföneü- 

'      1  '            • 

ehmt: 

et 

1  +  1  =  0;   .     ..     < 

■     * 

periiideqae  pro  lin«is 

■ 

QA 

et 

QB  aequatioDs: 

g      n 

et 

g      n 

et  pro  iineU 

PA 

et 

PC  aeqqatioQes : 

• 

et 

%  ^9 

obtiaeotur. 

■fj 


(2) 


(3) 


Jam  ad  determiDatioDem  punctorum  A,  ß,  C  et  D  veninius. 
Primi  qpidem  iam  8upra  stataimus  coordiiiatas  esse 

p=n,     q^K,     r=^, 
quamobrem  aequatio  (1)  ad  Lstnd  punctum  relata  in  banc  abit: 


•  ■• 


Pi  Vi  'i 


(4) 


Deinde,  quum  sit  DRiAR=J}Ri}ARi,  siyeDRi-^ri:ri-^if=DRi  ig, 

I».  n 

ertt    DRi  =  ^  __     »  quo  valore  pro  r  in  aequationes  linearum  QB 
et  PC  transscripto ,   puncti  D  coordinatae  prodeunt: 


Vi  % 


et  quum  sit  CQ^iAQi^iCQ  :  AQ,  sive 

CQt.   %  ^CQt^qitqi^n. 


9 


W^n 


vbi  segmeDtom  CQi  negatif e  mmieBdum  est  et  qi  >  2x ,    efficitur 

CQi  = ^^-^'  indeque,    adhibitUi  linearum  £&  et  PC  aequa- 

tioDibiM,  eowrdinatae  pvncti  C,  oUninim:  .• 

siBiiiqae  modo  coordimttae  piuHiti  A: 

Horam  taiidm  Valonim  ope  et  adhibita  aequatione  (4)  facili 
negotio  iam  linearum  AD,  BC,  AC,  BD,  AB,  CD  medietates 
i.  e.  pancta  F,  H,L,  E,J,  O- detenninari  poeaant.  Prociil  dubio 
«um  ernnt  coordinatae 


. ,  puncti  Fl 

^—^Z«     J[]JL\  -       *  »"1— £.. 

t    ■      .  .        • 

poneH  iff; 

. •  j<   ■  •    ■     . ,'  .  .     ._    ■■■1   . 

'      If  ft»  :  ';  P\^  \  _       .         W«-^t»       . 
''~2Vgi-2«     ft-W~      '  (pi-2«)(»,-2«)  • 


puncti  \L: 


j  ■:.'iHf?-       r.   ■••'.... 


.  .       » 


I 
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pvDcti  E: 
pancü  «/: 

■   •        •  >   ■  ,  ■ 

'     i  '  et  imncti  (7: 


« \ 


V 


Elx  bis  posterioribvis  sex  punctis  iam  ad  computandas  quanti- 
tates  II  et  V  duonim  quornmlibet  co^rdinatae  auiDcieot.  £x.  gr. 
si  puDctonim  L  et  J  coordinatarum  Talorea  in  aeqaationem 
pq^li.pr  +  v.fr^=^0  transscribuntar,  praesto  aaot  aeqoationes: 


et  ««•  +  pw*.fi— Jc^(p,  —  «).v=:0;      V 
e  quibus 


^= 


Pi**  _rj»«. 


et   v= 9^ =^ 


nanciscimur. 


Hine  igitur  compertaiD  est,  Beetionis  oonicae,  per  centra  om- 
Dium  illarain  ellipeium  traneeiuitis,  aiequatiODem  esse  hanc  quae 
aequitur: 

vel  elegantius  «eriptam: 
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PPi     99i      rri 


Ceterum  eandem  nos  aequationem  nactos  fuisse,  si  pro  panctis 
£  et  J  bina  quaepiam  e  quattaör  reiiquis  cepissemus«  facile  ex 
eo  comprobabitur,  quod  iDtroductis  in  illam  aequationem  ceteris 
Taloribus«  quos  in  fine  antecedentis  §.  invenimus,  aeqaationis  Te- 
ritas  haud  peiit 


§.  5. 

Jam  conaideremus  aequationes  hasce  tres: 

P9in  +  9P\Ti  +  rpxqi  —piqiTi ;  (I) 

qr.qiri.n^-\^pr,pxri,%^^pq.p^qi.Q^=Q\  (II) 

et 

3iiae  posterior  ex  antecedente  nascitur^  iitera  R  productam  p.f  .r 
esiguante. 

Differentieinns  uDamqaamqae  earum  secundum  quantitates  va- 
liabiles  p»  ^  et  r,  -et  ut  producti  minimi  R  conditio  in  rationes 
iaferatur,  differentiale  huiu«  producti  =0  ponamus.  Quod  si  fit, 
aeqaationea  differentialea  prodeunt  hae: 

,qxTi.^p  +Ari.39+pijr,.örs:iO;  (IV) 

(V) 

PiX«.r.ap  +  ^,7r«r.3^+2(p;i,%HWi^*)-8r=0;        (VI) 

ad  quas  nova  accedit,  si  postrema  ab  antecedente  snbducitur,  post- 
quam  factore  rj  affecta  est,  videlicet  baec: 

Fift  Q^'9'^P^Pi  9\  Q^'P'^9—^i  ipPi  *H99i  »•)-^ = 0 .      (VII) 
E  doabns  posterioribus  ioter  se  iaoctis  colligantur  diiCerentialia. 


et 


^  _  (ppi  «*  +  y  yi  «*)  C^ppi  p* + m  ^ . 

?}_      (ppi x«  +  qqi 7t«) (itqqi q^  -f  iT| k*) 

*  qiQHqgi^^—ppi^V 


'    Quorum  valorum  ope  nunc  si   ipsa   differentialia   ex   aequa- 
tione  (IV.)  expelluntur,   ista  aequalio  hanc  formam  induet: 


02 

Hie  priiuuiD»  iaxta  aeqaatiooein  (I),  pro  qi  p^  r  scribere  licet 
ac  dein,  extroso  factore  r|,  partes  termini  aeqaationls  tertil: 

ita  distribuere,  ut  prima  cum  primo,  secunda  cum  secunde  ter- 
mino  coeaiity  tertia  denique  8ola  relinquatur.  Qua  facto,  eadem 
aequatio  primum  in  hanc  Tormam : 

7i*  P/'Vi  •« V  +  ^gr.qi  r, .  TT«  +  pr.piti  .%Hp9'Pi  9i  -9*)  J 

ae  tandem,  aequatione  (II)  consulta,  in  sequentero,  miitto  etiam 
simpUciorem,  redig;etur: 

3(p*x*  — ^*;j*)=p/iix* — 99i^*f  si^e 
3(p«  +  qx)  (px--qn)  =ppi«*— y^i»*- 
Praeter  istam  antem  has  quoqve  alia«: 

3  (pg  +  r«)  (pg—rn)  =ppi  Q^  —  iT|  »•; 
et  3  (yp  +  r%)  (qg — m) = 991  p*— ir,  »* 

valere,  vix  est  quod  moueam. 


(IX) 


§.6. 

Aequatlones  (IX)  inncem  ita  »e  habent,  ut  unaquae^e  eamm 
e  duabua  reliquia  a  se  subtractis  proüciscatiir:  tales  ieitur  oportet 
tres  sectiones  conicas  exprimant,  qoae  per  eadem  quattuor  puneta 
vadant  Tel  omnino  duas  «ecantea  coniugala«  conimunes  habeaot. 
Et  quoniam  e  conspiratione  aequatioonm  (II)  et  (VI)  coortae  suot, 
manii'estuni  est,  curvas  ipsas,  quas  repraesentant ,  illam  sectio* 
Dem  cooicam,  quae  omnium  ellipsium,  per  puucta  A,  B,  C  et  A 
ductarum,  centra  complectitur,  in  eo  puncto  secare,  quod  ad  ellip- 
sin omnium  minimam  spectet.  Praeter  istud  autem  punctum  cum 
eadem  sectione  conica  etiam  doo  alia  communia  habent,  de  quo- 
rum  fflgniiicatione  posthac  videbimus. 

Etenim,  ut  rem  accnratius  scmtemnr,  primum  darum  est,  tres 
iilas  sectiones  conicas   omiies  per  centruni  gravitatis  iS  trianguli 
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PQR  transire  —  quod  qaidem  puDctam  in  carva  per  aeqoatin- 
nem  (II)  ezpresjia  non  inest  —  quia  unnquaeque  aeqnationum  (IX) 
vaiores 

1  1  1 

p-^Pi\    7=3^1;     '•=3^1 

ailmittit.    Deinde  quoniani  iiadem  aequationibus  singulis,  videlicet 
primae  valores: 

necundae : 

p=Q,T=Q\p  =  7^Px,   r=0;    |»=0,   r^^Ti\ 

tertiae: 

^=0,  r=0;  9=^^i,    r=0;     ^=0,  r=jri 

satisfaciunt^  necesse  est ,  corvas  ipsas  tribns  parallelogrammis  cir- 
cuniseriptaa  esse,  qoae  per  iatera  trianguli  PQR  et  tres  rectas, 
eis  paraltelas  et  e  cent^o  eravitatis  profectas,  concinnantur,  pri- 
mani  videlicet  pallgr.  SgiKpn^  secundam  pallgr.  Spi  Qth  et  ter- 
tiam  pallgr.  jSti  Pftn  ,  ut  figura  roonstrat.  Quapropter  nunc  centra 
qooque  t,  q,  p  istarum  curvarum  patent. 

Praeterea,  si  ex.  c.  In  prima  aequationum  (IX) 
(px  -f  qn)  (px — qn) = Ü    ponatur , 

concluditur  esse ,  id  quod  fieri  nequit ,  nisi  ant  ^=^^0 ,  aut  p=q 
=:acfl  ant  simul  PiX-^qini=0  eveniat.  Atqui  hoc  tertium 
conditionem  particnlarem ,  a  consilio  nostro  alienam,  involvit;  ergo 
svstema  rectarum  RA  et  RC,  quod  aequatione  illa  ezprinii  $.0. 
vidinius,  cum  prima  trium  ijfarum  curvarum  praeter  punctum  R 
nulla  alia  nisi  ad  inliuitiim  reniota  coramunia  habet ;  ac  propterea, 
si  per  centrum  r  hnins  curvae  duae  rectae  ard  et  cr6,  lineis  ARD 
et  CRB  parallelae  ducantur,  asymptotae  ipsius,  similiterque  dua- 
nnn  reliquarum,  deprehenduntur,  ita  ut  iam  plura,  quam  opus 
sunt«  elementa  ad  istas  curvas  punctatim  et  solius  regulae  ope 
delineandas  nobis  suppetant. 

Cetemm  neminem  fugerit,  quia  lineae  quatemae  ^9,  tia,0r, 
P^^  9P»  9^*  9**»  Q^  ^t  rq,  rrt,  rp,  rc  ex  ordine»  lineis  PQ^  PA, 
PR,  PD;  QP,  QA,  QR,  QD  et  RQ,  RA,  RP,  AC  parallelae 
sont,  fif^uras  ex  utrisqae  hisee  linearum  fasciculis  compositaa  inter 
se  siroiles  et  similiter  collocatas  esse,  ob  eamque  caussam,  sicut 
rectas  PA.  QA,  BA;  PD,  QD,  RA;  PA  QD,  RC  et  PD, 
QA,    RC  in  quattiior  punctis  A,  l),  B,  C:  ita  etiam  asymptotas 
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/m,  qOf   ra;   jmI,  f§dt  ra\   pa,  qä,  rc  ei  jhI,  qa ,  rc  ierna»  Id 
quattuor  |)uiicti8  a,  d,  ö,  c  runcurrore. 


s- 


i. 


E  mutuo  sitn  punctorum  P,  L^  R,  •/,  Q  et  Cr,  f\  £,  <||iim 

cuncta  in  eadem  sectione  conica  sunt,  concludere  licet,  prioim 
quinque  ad  iinum  eundemqae,  tria  reliqua  ad  alteruni  curvae  ra- 
iiium  pertinere,  ipsamque  igitur  ex  hy{)erholaniin  genere  eaae. 
Main  ex  illis  nnllum  intra  triangula  per  quattaor  reliqaa  constituta 
cadit;  at  contra,  quoties  ex  itsdem  quinque  iiunctis  aut  quattuor, 
aut  tria,  aut  duo  deinceps  cum  uno,  vei  auobus,  vei  tribus  e 
poaterioribus  coniunxeris,  nova  quaeque  haec  quinque  puncta  sie 
dispo^ita  crunt,  ut  saltem  unum  eoruni  in  aliquo  trianguio  per  re- 
liqua constituto  includatur. 

Istinc  »equitur,  chordaui  PG  et  rectam  pd,  quae  illi  paral- 
lela  est,  ntrumque  curvae  ranium  perscinderc,  Ideoque  illud  pun- 
ctum, ubi  ramus  PRQ  a  linea  pd  secatur,  inter  puncta  p  et  d 
cadere;  contra  vero  rectas  PJ  et  apab  solum  hunc  posteriorem 
ramuni  secare,  duanimque  intersectionum  alteram  a  dextra,  alte- 
ram  a  lacva  parte  puncti  p  iacere.  Ergo  manifestum  est,  angn- 
lum  upds  oui  per  asympfota«  pa,  in  contrariam  partem  prolonga- 
tarn,  et  pd  formatur,  totum  i  e.  inde  ab  altero  usque  aa  alteram 
crus ,  per  aliquein  rami  PRQ  arcuni  praesepiri ,  proptereaque  hunc 
ipsum  arcuni  atque  eum  hyperbolae  Sr^Pq^  rainum,  qui  in  eo- 
dem  angulo  extenditur,  quia  infinitus  est  et  punctum  q^^ ,  a  curva 
PRQ  iiiclusum,  continet,  in  duobus  se  inviceni  punctis  P  et  N 
]»er8cindere. 

Quodsüi  fandein  totius  hyperbolae  SryPqn  cursuin,  quatenus 
ad  asymptotam  apab  inclioatur,  inde  a  punctis  qn  et  P  usque  ad 
punctum  eins  inlinite  reniotum  atque  istinc,  ad  alterum  ramum 
traiecti,  rursiis  usque  ad  punctum  5,  mente  prosequimur,  modo 
illam  in  P  ab  interiore  ad  exterinrem  rami  PQR  partem  transmi- 
grantcm,  modo  ab  exteriore  ad  intcrioreni  reversam  videmus,  id 
quod  fieri  non  potest,  nisi  eundem  ramum  in  novo  puncto  K  per- 
rumpat. 

Ex  bis  apparet,  hyperliolas  Sri  ^9ii  ^^  PRQGE  reveratnesc 
inviceni  in  tribus  punctis  P^  JY  et  AC,  et  ob  eam  ipsam  canssam 
etiam  in  quarto  m  penetrare;  quod  vero  de  una  hyperbolarum 
S^i^^yu9  *^PiQ^ii  et  '^9i'^/^ii  denionstratuni  est,  idem  sine  dubio 
de  relifjuis  quoque  valet.  Atque  ii^ltur  iiuncta  illa,  quae  supra  tri- 
bus istis  hvperbolis  cum  hyperbola  PnQGE  communia  esse  dixi- 
mus,  haudf  tictitia  sunt  sive  ima^inaria  putanda,  sed  revera  exi- 
stunt.  Plura  autem  illa  quam  tria  nuniero  non  esse,  ipsa  ligura 
docet.  Niniirum  duo,  iV  et  K,  ad  ramum  PRQ,  tertium  vero,  ilf, 
solum  ad  alterum  curvae  ramum  GFE  pertinent. 


66 

Ex.gr.  si  ex  illis  sex  conditionibiis  eatn,  quaesolaad 
nostram  quadrat,  admUtimus,    videlicet  ot  --=~  eVadat;  »W«ii 
recta  BC  per  AD  bifariam  secetur,  erit: 

'  ,        3(;!;ie  +  y7r)=;i|jc  et  px — qn:=iQ^ 

unde.  aisunipHs  aequationibus  (1)  et  (II),  centronmi  N^  AT  «t-JF 
cdteraiDafae  efßcinntur  hae: 

puneti  JV;  ' 


p=\^{Q  +  ^^+2(r,-^)«) ; 


2     . 


P 


puneti  Kl 

y  =  J .  ^ (^  +  Vj«  +  2 (r,-p)^) ;   r=3r,; 
et  pancti  ilf: 

T% — p 


2prr7^   ^=-K5^^,r^lPä^. 


Sub    illa  igitur    condition^    centrum  ellipseos  quaeaUae    cum 
puncto  F  Gonfunditur 


§.  9. 


Tothis  iam  disquisitionis  nostrae  haec  fere  summa  erit; 


T  h  e  o  r  e  m  a    4. 

Si  in  quadrangulo  coropleto  per  centrum  gravitati« 
eius  trianguii, j|uod  coraustorum  intersectionlbus  4e- 
terminatur,   tres  rectae  lateribus  parailelae  ducantur, 

rrimo:  unicuique  parallelogrammorum,  quae  sie  oriuo* 
ur,  hyperbola  circumscribi  poterit,  cuius  asymptotae 
Goraustis,  in  ipsa  curva  concnrrentibus,  parailelae 
sint;  deinde:  tres  istae  hyperboJae  praeter  gravitatia 
centrum  per  nova  tria  eademque  puncta  transibunt, 
et  ea    quidem  puncta  slinul    ip  quarta    hyperbola  sIta 


e» 


mate  1.,  qaod  supra  demoDstravinins »  vel  ex  iis,  quae  'Ctaila. 
Gauss  in  IZacbii  ,,MoDatl.  Corresp.  August.  1810.  p.  Itft 
—  121^  de  eodem  problemate  docuit ,  repetendae  sunt : 


Theorem  a. 

Si  in  quadrilatero    conipleto    super  tribus    seffmentis,    «piäe 
trium  diagonalium  medietates  coniungunt»  totidem  mangula  fl'Hpi-. 
latera  erieantur,  circulus,    qui  per  gravitatis  centra  istorum  tnuh 
gulorum  Sransit«    rectam    medietates  illas  continentem  in  dlaohM 
punctis  seeat,  quorum  alternm  elMpseos  centmm  est,  inter  onmet 
Uli  quadrilatero  inscriptas  maximae,    alterum   hyperbolae,    eidem  ' 
quadrilatero  inscriptae ,  cuius  inter  asymptotas  et  tangentem  quam- 
libet  trianguluni  omnium  maximum  intercipitur. 


IV, 

Velber  das  Rationalmacben  Yon  IITeii- 
nern  mit  unbestimmt  i^ielen  irrationa» 

len  OUedern. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  E.  W.   Grebe, 

G.ymnaciallebrer  zu  Cassel. 


1. 

Das  Rationalmachm  solcher  Nenner,    in  welchen  lauter  irratio- 
nale Quadratwurzeln    entweder  allein   oder  in   Gesellschaft   mit 
einem  rationalen  Ausdrucke  als  Glieder  vorkommen. 

Man  behandelt  in  den  Eleoieaten  zum  Zwecke  des  Rational^ 
macbens  gewöhnlich  nur  Nenner  von  den  Formen  a±öVB  und 
aVili:6VnEf,  und  wendet  dabei  den  bekannten  Satz  von  dem  Pro* 
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Elementen  ab;    so   bedingen  diese  letzteren    fSr  sidl  nur 
2*-*grieder!ffen  Aii»(lrut*k,  wetrher  mit  M  Irezeichnet  fi-erde* 
Element  ß  kommt  also  in  den  2"—^  Qbrigen  Gliedern  vor^  imd 

Aggregat  dieser  lüsst  sich  durch  NSTß,    der  gans&e  Sl"  gDederlffa 

Ansdruck  also  durch  M+NV^  darstellen.      Erweitert   mi 

den  gegebenen  Bruch  mit  M — NV^,    so   erhalt  man    abi 
Nenner  J^P—N^ß,  welcher  offenbar  nnr  2"-^  gliederig  seil 


Ebenso    wie   man    sich    aus   einem   2*  gliederigen  Nenner 
9"^'gliederlgen  verschafft  hat,  gelangt  man  nnn  weiter  von  < 
za  einem  !2*~^liederigen,  und  bei  gehuriger  Fortsetnng  soletit  IWK 
einem  zweigliedrigen  Nenner  zu  einem  rationalen. 

•    Beispiel.    Es  sei  ein  Bmch 

42-2V2— 40V6  f  29ViD  ^^6V^f5— 10  V3Ö 
7  V2— 3  V"5 — 5  ^^6  f  2  VlO+ V"3Ö 

1 

Yorgelegt,  der  so  umgeformt  werden  soll ,  dass  sein  Nenner  rati* 
oaai  wird.  Da  in  »dem  vorgelegten  Nenner  nur  die  Zahlen  3,  3 
und  6  als  Elemente  der  Radicanden  vorkommen,  so  wfirde  der- 
selbe, bis  anfacht  Glieder  vervollständigt  t 

0+7V^.2+0V^3-3V6— öVÖ+2V^10+0VTö+Vl> 

lauten.  Sondert  man  die  Glieder,  welche  den  Factor  V^ 5    baben»' 
von  den  öbrigen  ab,  so  kann  man  den  Nenner  auch  schreiben: 

aV2-5V"6)+(--3+2V2+V6)V5. 

Erweitert  man  nun  den  ganzen  Bruch  mit  der  dieser  Summe  est* 
sprechenden  Differenz  und  reducirt,  so  erhält  man 

892H-639V'2---540\^3+lQ80V^5-^20V^--180VTQ~266\^Ig-l^ 

133+«)V^2-I80V3+30V^6 

e 

Erweitert  man  abermals  mit  (133+60  V^+ (180— 30 V2)V"3, 
so  kommt 

195316  + 104307  V2  + 155422 VTB — 1Ö872Q VlM 

— 77711 +  843iS0V^2 

und  wenn  man  diesen  Bruch  abermals  mit  77711+84360  VSetwet^ 
tert;  so  entsteht  ein  Bruch  mit  rationalem  Nenner,   der  sich  deae  . 
leicht  za  dem  Endresultat 

4+3V2-2V^l5 
umwandeln  lässt. 
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AosdrGcke  von  derselben  Beschaffeoheit  und  GlledenaU  bor?« 
zubringen.    Die  fragllcbe  Gliederzahl  Ist  aber  eben  so  gros»,  • 

die  Zahl  der  Glieder  In  der  Entwickeinng  des  Products 

•  — ■  • 

also  fär  n  Elemente  =zm*.  Uie  Regel  für  das  Rationalmacheo  d« 
gegebenen  Nenners  ist  nun  die,  dass  man  sich  den  erforderlich 
m"gliederigen  Ausdruck  mit  unbestimmten  CoefBcienten  bilde,  dei 
selheo  mit  dem  Nenner  multiplicire  und  das  Producta  wddM 
ebenfalls  nt"  gliederig  seinmuss,  mit  dem  Zähler  oder  einem  Faed 
des  letzteren,  ifozn  man  der  Einfachheit  wegen  immer  die  ZaU 
nehmen  kann,  vergleiche. 

Beispiel    Man  soll  den  Nenner  des  Bruchs 

1 

rational  machen.    Man  setze  den  Werth  dieses  Bruchs  gleich 
^i  +^  V*2+arsV"3+ar4V4+jr5V9  +  a:eVB+avVl2 

3  S 

+  arsVT8+ar^V3B. 

8  8 

Multijplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  l-f-VS-fVo  und  sei 
das  Prodiict  gleich  1;  so  erhält  man  die  neun  Gleichungen  . 

a:|+2ar4  +  3ar5=l, 

a;, +2ary+  ari=0, 
x^+  0:2  +  80:9=0, 
x^  +  2xg+  0:3=0, 

^d+  '^i  +  ^t=0, 

X7+  0:«+  o?4=0, 

0:9+  0:5  +  o-e^O, 

.T^'+  Xs  +  0:7=0; 

aus  welchen  folgt: 


1 
0:1— —J 

0:4=+ 6 

0:2= +3 

•^«  =  +3 

;r,  =  0 

1 
•^•—     3 

73 
ay=+ö  ^» — g- 

«8  =  0 

Der  vorgelegte  Bruch  tat  also  an  Werth  gleich  dem  Ausdrucke 
oder  dem  Bmche 

— 2^^2V2-^v^4^^2v^§-2V^^^V"i^— VaB 

6  ~" 


V. 

^•etrachtuntr  zweier  besonderen  Ar- 
^en  von  Olelcbungren  und  ihre  Anwen- 
^miff  Bur  Herleituni^  der  Hauptziel- 
«linniren   der  ebenen  Trigronometrie. 

Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 

FnfcMor  der  Matbetaatik  so  Tarnow  in  Gallalen. 


1. 


Es  wire  wSnscfaens werth,  dass  die  Lehrbficher  der  Algebra 
■aMhe  in  der  Anwendung  häufiger  vorkommende  ausgezeichnete 
Alte»  voit  Gleichungen    allgemein    und    umstXndlich   erforschen 
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« 

(3)  a=:Acosy-|-^oos|9y 

bekaootlich  die  Gruodgleichung  der  gesammten  ebeneo  Tri 
Biometrie. 

II.  Die  GleicliuDg  (0)  giebt  femer 

B\na=ß\nß(coay-i-8\nycotß) 

folglich,  wenn  man   sin«,    sin/}  durch  ihre  Proportlolialeii  c 
ersetzt, 

a=6coey-|-68iiiy.cöt/l,    ' 
woraus  man 

findet. 

III.  £rhebt  man  die  Gleichang  (0)  cur  aweiten  Potenz  i 
umstaltet  diese  in  folgender  leicht  zu  flberscbauenden  Weise, 
erhftlt  man 

sin  a^ = sin/3*cosy*  -f  siny^cosjS*  -f-  ^  s>n  /?  sin  y  cos/}  cos  y 

•    =  sin/3*  (l — siny*)  +  siny*(l  —sin/?*)  -f2sin/3siny  cos/3  cosy 
=  sin/3*  -(-sin  Y^ + Ssin/Jsin}'  (cos/3  cosy — sin/3  sin  y) 
= sin/3*  +  siny*  +  2sin/3  sinj^cos  (/3  +  y) , 

oder  weil  vermöge  (1) 

cos  (/3  +y) = — cos  c 

ist, 

sin«*=sin/3*  +  siny* — 2sinj36iny.cosa. 

Setzt  man   abermals  statt  der  sin  die  ihnen   proporiionir 
Seiten,  so  erfolgt 

(5)  a«=6*  +  c*— 26ccosa, 

der  bekannte  erweiterte  Pythagorische  Lehrsatz. 

IV.  Allgemein  gelten   Rlr   jede  zwei  Winkel    «r  und  ß  • 
Gleichungen 

sin«+sin/3=2sin  3-(«+/3)co8  s-C«— /3), 

sin  a — sin/3 = 2  cos  s-  («  +  /^)  «i"  o  (« "^  W  5 
daher  ist  auch 


l 
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1 


sin 


a  +  8i«ß     ^"«2<«+^> 


sin a— sin J?      .       i  .       a\ 

Gehören  nun  diese.  Winkel  einem  geradlinigeo  Dreiecke  an» 
QImI  ersetzt  man  ihre  Sinus  durch  ihre  proportionalen  Gegenseiten, 
80  erhält  man  den  bekannten  Satz 

t 

tangj(of— /3) 

Annierkanff.    Aus    denselben    zwei    Grundgleichongen    (1) 
^     ^nd  (2)  hat   auch  schon  Cauchy  in  seinem  Cours  d'analyse« 
,.    Parb,  1831..  S.  436.  437.,    deutsch    von   Hu  zier,    Kjunigsnerg, 
'     1828.,  S.  308.  —  310.,    so  wie  Herr  Prof.  Gruaert  im  Archiv,^ 
11.  Theil,1842,  2.  Heft.  S.  215.  -218.  die  Haupt-  und  mehrere 
andere   wichtige .  Gleichungen  der  geradlinigen  Trigonometrie  ab- 
geleitet. 


B.   Betrachtung  zweier  und  dreier    erstgradiger    Glei 
chungen  mit  drei  Unbekannten. 


I  •  Das  Folgende  einleitend  betrachten  wir  zuvorderst  folsende 
zwei  erstgradige,  die  drei  Unbekannten  x^  y,  z  enthaltende 
Gleichungen : 

(1)  cijr  +  6y  -^  ex  =  0, 

a'o:  +  6'y  +  c'i = 0 . 

Diese  Gleichungen  'können  nicht  die  vollständigen,  sondern 
(vemOge  des  Art.  2>  nur  proportionale  Werthe  der  Unbekannten 
iesthnmen ,  weil  sie  in  Bezug  auf  diese  gleichartig  sind.  Zur  Er- 
mittelung dieser  Proportionafen  eliroiniren  wir  je  eine  der  drei  Un 
bekannten ,  indem  wir  die  erstere  Gleichung  mit  einem  unbestimm- 
ten Multlplicator  X  multipliciren,  und  im  Unterschiede  beider  Glei- 
dhnigen 

(a'— Aii)^  +  (6'— AÄ)  y +  (c'-Xc)2=0 
den  Factor  der  zu  eliminirenden  Unbekannten  Null  machen. 
Setzen  wir,  x  eliminirend^  a'=^la,  so  wird 
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_aL_-i_i_ 

daher,  wenn  ivir  die  Nenner  mit  a  niultipliciren  und  I9  dareh 
ersetzen, 

ca'  —  e'a      ab'  —  a'b 

Setzen  Vir,  y  eliniinirend,    b'^lh,    oder  Tertaoschen  wfar  I 
der  letzten  Gleichung  y  nilt\2;,  also  b  mit  a;  so  erhalten  wir 

X I 

b'c  -  bc^r^  a'b  -  ab' ' 

Diese  AusdrQcke  gleich  stellend  finden  wir  zu  den  Gickhwa  ^ 
gen  (1)  die  ihnen  gleich  geltenden  VerhältnissgleiGhungen 

X  y  z 

^^  b&—b'c~  cti  ^c^i~  ah'  -  tlb ' 

» 

in  denen  die,  den  Unbekannten  :r,«  v,  z  propo^tionirten ,  Dnierp 
schiede  aus  den  Coefficienten  der  Uleichungen  (1)  nach  einea^ 
leicht  überschaullchen  Gesetze  gebildet  werden. 


5. 


Untersuchen  wir  als  weitere  Vorbereitung  auch  noch  die  fol« 

f enden    drei   erstgradigen  Gleichungen   eben  der  drei  Unbe- 
annt£n: 

(3)  aar+6^+cz=0,       " 

c'a:+6'y  +  c'z=0, 
a"x^b"y\c"z=0\ 

so  erhellt  auch  hier,  dass  aus  gleichem  Grunde  wie  vorher  selbst 
diese  drei  Gleichungen  blos  proportionale  Werthe  der  Unbekann- 
ten zu  bestimmen  geeignet  sind,  und  auf  zwei  ihnen  gleichgeltende 
Verhältoissgleichungeii  zurückgebracht  werden  können,  zu  denen 
jedoch  rOr  die  dreimal  drei  Coefficienten  eine  Bedingungsgleicbong 
iiiDSttkommen  muss. 

Diese  Bedingungsgleichung  ergibt  sich  leicht,  wenn  man 
aus  zwei  Gleichungen,   z.  B.   aus  oen  beiden  ersten  mit  den  obi- 

§en  (1^  übereinkommendeh ,   die  Pronortionalen  (2)  bestimmt,   und 
lese  in  der  dritten  Gleichung  substituirt;  sie  wird  sonach 


(4)  fl6'c^-a''6'c+a'A''c— a'6  V  +a^6c'-a'6c''=0. 

Well  jedes  der  drei  aus  den  drei  Gleichungen  (3)  sich  ergebenden 
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P&«i.ve  von  Gleichungen  drei  Proportionalen  zu  den  Unbekannten  lie- 
fert ^  8o  würde  man  drei  mal  drei  solche  Proportionalen  finden,  von 
deoeo  aber  jede  nur  aus  den  Coeflicienten  je  zweier  Gieicbun- 
geo    gebildet  wäre. 

Um  jedoch  —  wo  möglich  —  Proportionalen  zu  finden ,  die 
«OS  den  Coefficienten  aller  drei  Gleichungen  symmetrisch  zn- 
santinengestellt  werden,  setzen  wir 

(4)  Lx+M^  +  Nz^u, 

indein  wir  L,  M,  N  t^päter  passKch  zu  wählen  uns  vorbehal- 
ten   und  eine  neue  Unbekannte  u  cinfiihren. 

Itfultipliciren   wir    sofort  die  Gleichungen    (3)    mit  den  unbe-  ^ 
stimmten  Multiplicatoren    iL,  /tt,  v,  und  ziehen  die  Producte  von 
der  Gleichung  (4)  ab»  so  finden  wir 

=  (L-fiaO:r+(ilf-^')y+(iV-fic')- 
=  (L-vo^)dr+(i!f— v6%  +  (N^-vc")! . 

WSren  nnn  die  Multiplicatoren  L,  M,  N  und  l,  fi,  v  so  he- 
nessen,  dass  im  ersten  Ausdrucke  von  u  nur  a:,  im  zweiten  nur 
9  und  im  dritten  nur  z  bliebe ,  daher 

Ausfiel^;  so  müsste 

(6)  X=^'=va",  M^vö^^kb,  N=lc='(ic' 

seio.    Dies  kann  jedoch  nur  geschehen,  wenn 

LMN:  Xfi  V  =  a'b''c = a"bc' 

kt,  ako  die  weitere  Bedingungsgleichung  « 

(Z)  a'b''c=a''öc' 

besteht    Zugleich  flinde  man 

-^  L  f*  _  y  yl/ V ^      JV_ A__f* 

W  SlP—a'-a"     b"b—b—b"     cc'—c'—c' 

« 

Um  aber«  wie  es  die  Gleichungen  (3)  erheischen ,  die  sechs  un- 
bestimmten  Coefficienten   unter    sich    zu  verknüpfen,    setzen  wir 

w 

entweder    —ri/   gleich  einer  der  Zahlen  6,  c,  denen  in  den  bei- 

a  a 

deo  anderen  Gleichungen  v  und  [i  proportional  sind; 

M 

oderrTT' gleich  einer  der  Zahlen  c' ,  a',  denen  in  den  beiden 

andereh  Gleichungen  iL  und  v  proportional  sind; 
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N 
oder  endlich -TT  gleich  einer  der  Zahlen  a",  b",^  dantn  b 

zwei  (Ibrigen  Gleichungen  ^  und  k  proportional  sind. 

Danach  ergeben  sich  jene  Coefficieoten  leicht ,  und  aimi 
noch  in  die  Gleichungen  (5)  su  setaen,  um  die  gewfipafJitMll 
hältoi«8gleichungen  als  Stellvertreter  der  vorgelegten  GMdm 
(3)  zu  erhalten. 

Beiiipiel.    Setzen  mr  —^^^zb  no,  wird 

L^a'a^b,  fi=a*'A,  vz=:a'b; 
Mzzza'b^b,  l^za'b"; 
N==a'brc  =  a''bc'; 

folglich  sind  die  gesuchten  Verhältnissgleichüngen : 

(9)  (o"*  -  ab')a'x=(afb''-a!'b')  6y=  (c'«*— c»o')  bz . 


6. 

0 

Eine  besondere  Art  der  allgemeinen  Gleichungen  O 
diejenige,  bei  welcher  der  Bedingungsgleichung  (7)  d£iureh 
sprochen  wird,  dass 

(10)  6'^=c'  =  ^,  c  =  a''  =  B,  a'=b=C 

ist.    Hier  übergehen  die  Gleichungen  (8)  in 

Schreibt  man  nun  die  Gleichungen  (3)  mit  Beachtung 
Gleichheiten  (10)  und  (11)  ab,  und  iSsst  bei  den  Buchstabe 
c"  die  jetzt  entbehrlichen  Striche  weg,  so  erhält  man  folg 
merkwQrdige  und  in  vielen  Forschungen  auftretende  Art  von  < 
chungen*): 

(12)  ax  +  Cif  +  Bz=0, 

Ca:  +  by+A2=0, 

ÄÄ  +  %+C2  =  0. 

Sie  sind  demnach  vermöge  (4)  an  die  Bedingungsgleichu 


*1     Caachy    durfte  wohl  der  Erste  lein,  der  sie  «o  anordnet, 
in  Mineo  Exercicee  de  math^natiquet,  1827.  t.  II.  p.  87.  Iici 
Tr&gheittmofnenten ,    1828.,  t.  lU.  p.  5.,   10«,  17.,   8^.   bei  den  Fla 
der  9.  Ordnung. 


1^ 


l 


»1 

i      (13)  abe^mA^—bB^^-eC^  +  iABC^O 

gebimdeu  und  den  Verhältnissgleicfanngen 

(14)  iBC'-aA)x=^{CA'^bB)if=z(AB-eC)2 

gMcbgvItend« 

Diese  VerhältnissgleichuDgeD  lassen  sich  noch  wie  folgt  um- 
pitalteD.     Setzt  man  fiir  einen  Augenblick 

(B)  BC^aA=iZ,  CA^bB=J5^  AB-'cC=€; 

wodurch  sich   die  Gleichungen  (14)  auf 

(16)  2te=»y=C* 

Tereiolachen ,  so  findet  man  durch  Multiplication : 

»€ = A*BC—  AbB*-  AeC*  +  bcBC. 
€3i=B'CA— BcC—BaA^ +eaCA. 
312^=s  C^AB  -  CoA?—  CbB^  +  abAB. 

.         Zieht  man  hiervon  die  der  Reihe  nach  mit  ^,  ^»Cnnltiplicirte 
\     BediognngsgleichDng  (13^  ab,  so  erhält  man: 

J^=ihc{BC—aÄ)—A\BC—aA) =2l(6c-^) , 
C}i=ca{CA—bB)—BHfiA—bB)=Jb{ca—B*), 
i  Tab-tA{AB-cC)—C\AB-cCp=a:iab~C^y. 

Setst  man  noch  fiir  einen  Augenblick 
f       (17)  6c— ^=«,  ea-B'ssß,  dt-C^^y, 

\ 

I 

<•  Iheigahen  die  letzten  Gleichungen  In 

»C  €a_      2I»_ 

irelche  paarweis  multiplicirt 

(18)  21*= ßy,  »•=/«,  C*=«|3 

vad  aonach 

(19)  «2p=/J»«=yC«=a/3y, 

felglich 

geben;  woflir  man  bequemer 

Theii  \I11.  « 
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setzeil  kann. 


In  den  Gleichuneen  (16)  wird  man  demnach  31,  J&»  .<C  durch 
ihre  Proportiomilen  --r- 1  —\ ,  —   ersetzen ,  und  erbik  aofint 


oder  nach  den  Gleichungen  (17) 
(20) 


als  die  neue  Form  der  Verhäitnissgleichungen. 

Fflhrt  man  noch  in  den  Gleichungen  (18)  und  (19)  an  die 
Stelle  ddr  HilfazaUen  X,  2»,  C;  «,  /?,  /  ihre  Aucdrdcke  (15)  und 
(17)  ein  9  so  ergeben  sich 

(21)  {BC-aA)^—  (caS*)  (a6-C«) . 

(ilÄ-cC)«=(fte-i<«)  (ca  -  Ä«) 
und 

(22) 

= (bc—A*)  (CO  -B*)  (o6-  C») , 
als  andere  Gestalten  der  Bedmgungsgleichang  (13). 


Diese  Bedin$(ung8gleichoDg  gestattet  noch  eine  ander« 

wflrdige  Darstellung.    Tbeilt  man  sie  durch  ABC,  so  wbd  sie 

-  _    abc        oA      bB      cC_       _ 
^- ABC~BC~CÄ~~AB^' 

=(i-TC)+<'-ra>+('-S)-,'-^)' 

und  man  sieht  sich  aufgefordert,  zur  Abkürzung  ;.  : 

*-ir&=<*'  '~C3=*''  ^-ZB=' 

zu  setzen.    Dadurch  wird 

/iC"~*~"'  03=*"""'  Zs^*-' 
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•nd  dM  Praduct  di«aer  Ansdrficke 

^=(l-«)(l-b)l-c) 

=1— a— b— c  +  bc  +  cft  +  ab— abc. 

Sabstitairt  man  oben,  so  wird 

0=bc  +  ca-f  Ob— Abc 
Theill  man  diese  Gleichung  durch  Obc,  so  übergeht  sie  in 

ft^b+c      * 

I 

oder«  wenn  man  die  früheren  Ausdrficke  wieder  herstellt,  in 


(23)  a^^         ftÄ^  cC 

^^^^     ^-^CA     ^^AB 


weiches  die  gesuchte  bemerkenswerthe  Gestalt  der  Bedingungs- 
gleichang  (13)  ist. 


7. 


Will  man  die  eigen tbfimlich  geformten  Gleichungen  (12)  un- 
aitteibar,  ohne  von  einer  allgemeineren  Form  zu  ihnen  nerab- 
fltfteig^D,  in  Behandlung  nehmen,  so  dfirfte  der  folgende 
VmgUBg  Tor  anderen  den  Vorzag  Tefdienen. 

Tbeilt  man  diese  Gleichungen  der  Ordnung  nach  durch  BC, 
CA  9  AB,  so  lassen  sich  ihnen  folgende  Formen  ertheilen: 

-r«^*  oA    SC  ^  y   ,    %      Ä 

X     bB  VI   ^ 

Diese  Formen  fordern  aber  sogleich  zur  Einföbrung  nachste- 
hender iUikfirzungen  auf: 

,^.  aA  bß  cC 

6* 


durch  deren  Einfllhning  die  letiten  Gleidrangen  die  liOehat 
fache  Gcetalt 

(27)  «H-i,+f=0. 

aonehmen,  in  der  sie  sogar  nur  noch  drei  CoefBdenten  an 
der  frflheren  seciis  enthalten. 

Setzt  man  noch  tSr  einen  Angenbllck 

zieht  bievon  die  Gleichungen  (27)  einzeln  ab,  und  benutzt  die 
dition  der  Verhiltnissglieder ;  so  erhftit  man 

a=(l-a)|=(l-/J)ij=(l-y)f 

J g t_ 

=    1-1     —     1 


— a      l—ß      1-y 


1  —  «^  l^ß^l^y 

Hitbin  lassen  sich   die  Gleichungen  (27)  durch  die  Ver 
nissgleichungen 

(28)  (l-a)|=(l-/J)i,=(l-y)f 

ersetzen,  und  ihre  Coefficienten  sind  an  die  Bedingungsgieid 

(29)        i4-„+i4^+r^y=i 

gebunden,  welche  durch  Beseitigung  der  Nenner  die  Form 

(30)  a/Jy-«-|S-y.+2=0 

annimmt. 

Aus  eben  jener  Bedingungsgleichung  findet  man  anderw 

1  _,_    1 1  _    ßr-i 

r^~       f^    i-Y~il-ß)il-y) 

oder 

(31)  (1— |J)(l-y)i=(l-o)(|Jy— 1),  und  nachgeb 

a-y)(l-«)=(l-/J)(y«-l), 
(l-«Kl-«=(l-)')(«/»-l)- 
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Die  Producte  je  zweier  solcher  Gieichuogen  liefern  sofort 

(32)  (!-«)«= («|S-l)(«y-l), 

•  (l-|S)»=(/?y-l)(|S«-l), 

'-'  (l-y)»=(y«-l)(y^-l). 

\         Maltiplicirt   man    aber  jede    der   Gleichungen   (31)    mit  dem 
^    inten  Factor  ihres  zweiten  Theiles,  so  findet  man 

'  =(l-«)(l-/J)(l-y). 

ud  hieraus 

(34)       (i-«)^7pi=(i-ftV7i^^=0-y)V^"^- 

Sofort    können  in  den  Gleichungen  (28)  die  Factoren    1  —er, 
1~^,  l—y  durch  ihre  Proportionalen 

1  1  1 


t 


«wtit  werden 9   wodurch  jene  Verhältnissgleichungen  die  Form 

^    '  Vßy-l      Vya-1      Va/3-1 

MBthmen. 

Stellt  man  nun  endlich  in  den  Gleichungen  (28),  (29),  (30), 

2,  (33),  (35)  für  I,  17,  {:  und  a,  |3,  7  ihre  Ausdrücke  aus  (25) 
(äÜB)  wieder  her;  so  erhält  man  mittels  ganz  leichter  Zurfick- 
leitangen  die  vorher  in  Art.  6.  genannten  Gleichungen  (14),  (23), 
03),  (21),  (22),  (20). 


8. 


BB.    Verwendung  dieser  Gleichungen  zur  Aufstellung 
▼  OD   Hauptgleichungen  der  ebenen  Trigonometrie. 

Bezeichnen  a,  b,  c  die  Seiten  und  a,  ß,  y  die  ihnen  gegen- 
flber  lieeenden  Winkel  eines  ebenen  Dreieckes ;  so  findet  man  da- 
durch, dass  man  die  dasselbe  begrenzende  geschlossene,  dreiglie- 
drig gebrochene  Linie  ahe  der  Reihe  nach  auf  drei  Axeo  projichrt, 
dmn  positive  Richtungen  denen  der  Seiten  er,  6,  c  selbst  ent- 
gegengesetzt sind,  geradezu  die  Gleichungen 


Ol      1 
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(dib)  — a-f6€O87-fr€os^=0, 

a  coay  —  64-^  coMr=0, 
a  cos/?  4- ^  cosa  ~  c =0 . 

Hält  man  sie  an  die  obigen  Gleichiiogea  (12) «  so  hat 
ersetzen 

die  dortigen  x,  y,  t;     a,     b,      e;       A,       B, 

darcb  die  hiesigen    a,  b,  e;  —1»  — 1,  — 1;  cosa»  cos/I 

Dadurch  gewinnt  man  ans  den  Gleichungen  (13),  (Sl),  (22) 
(23)  durch  geringe  Vereinfachung  die   folgenden  einander  g|dck 
geltenden:  **<' 

(37)  eoso*-fcos|3*-f  co0)f*-*l-f  3cos«co8/3cosy=0; 

(38)  cos« + cos/9  eoBy = sin^  siny , 

cos/9 -f- cosy  cosa  =2  sin/ sina  y 
cosy  -f  cosa  cos/9 = sina  sin/9 ; 

(38^)  cot/9  cot/  -f  cot/cota  -f  cotacot  /9=r  1 ; 

welche«   vornehmlich  die  (38),  weil  sSmmtllche  dieser  DretecU^ 
Winkel  hohl  sind,  auf  die  bekannte  Gleichung 

(39)  «+ß+y=180»     . 

zurfickfShreo.  •>•  i 

Endlich  geben  die  Gleichungen  (14),  verbanden  mit  (38),  od« 
die  Gleichungen  (20)  allein,  die  Proportionen 


(40) 


*  1/ 


sin  a        sin  ß       sin  / 


Bemerkung.  Wer  demnach  in  einem  Lehrbuche  der 
Mathematik  in  der  Lehre  von  den  Gleichungen  die  GleichuDgen 
(12)  erforschen  wurde,  der  konnte  in  der  ebenen  Trigonomeme, 
sobald  er  die  Gleichung  (36)  erwiesen  hätte,  aus  ihnen  vermtae 
der  Ergebnisse  jener  Forschungen  die  Gleichungen  (39)  und  (SO) 
sogteich  in  der  hier  gezeigten  Weise  folgern.  ««• 


«. 


i.: 


•1 
Es  dürfte  vielleicht  nicht  unangemessen  sein,  hier  noch  au  ü 

Sen,  wie  auch  ohne  solche  Vorbereitung  aus  den  Gleichungen  0^ 
ie  beiden  Hauptgleichungen  (3Ü)  und  (40)  der  geradlinigen  Tri- 
gonometrie  höchst  leicht  und  zugleich  abgeleitet  werden  können.*) 


*)    Ich  habe  diete  Ableitung,  ohne  sie  irgend  wo  anders  gefondM 


«7 

Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  (36)  eine  Dreiecksseite, 
etvra  die  c,  was  am  einfachsten  geschieht,  wenn  man  ihren  Aus- 
druck aus  der  letzten  Gleichung  in  die  beiden  ersten  setzt;  so  er- 
hält man 

aainß^  =  b  (cosacos^  ■{-  cos/) , 
b  si  na^  =  a  (cosa  cos j3  -f-  cosy)  . 

Aus  diesen  Gleichungen  leuchtet  ein,  dass  der  gemeinschaftliche 
Scblussfactor  weder  Null  noch  negativ  werden  Kann,  weil  a,  b 
als  Dreiecksseiten,  und  sina,  sin/?  als  ?on  (hohlen)  Dreieckswin- 
keln  herstammend,  positiv  und  von  Null  verschieden  siod. 

Multipliciren  wir  demnach  diese  Gleichungen  erstlich  wie  sie 
eher  einander  stehen,  dann  übers  Kreuz,  theilen  dann  durch  die 
nie  verschwindenden  Factoren  ab  und  cosorcos^-f  cos/,  und  zie- 
bea  endlicli  aus  den  Prodncten  Äe  zweiten  WniMhi ,  die  mr  ^ 
sitiv  ausiallen  können ;  so  erhalten  wir 

siiia8in^=cosizco8|3  ■{■  cos/ 
und 

a  sin/3 =6  sin  CK. 

Die  erstere  Gleichung  gibt: 

cos  y = — (cosa  cos/J  —  sina  sin/3) 
=— cos(«+/J), 

folglich,   weil  a,  ß,  y  hohl  sind, 

(8»)  «+jJ  +  y^l80<>; 

die  andere  aber 

<^  Tsfc"  =  "aSJ  ^*  nachgebildet  noch  =  ^ . 


■I  haben,  in  {•  557.  meiner  Ueberarbeitang  des  2«  Bd«»  von  Vega'« 
TortetttDgeB  über  d.  Mathematik.  Wien.  1.  Aufl.  1835., 
IL  AtftL  t848.  gegeben.  llDmiUelbar  davor  In  {.  556.  zeigte  ich  nach 
X,  J.  IiitCrow'e  Elementen  d.  Algebra  o.  Geometrie*  Wien 
leir.  8.  208.  $.  1.  die  von  Herrn  Hr.  Rädell  im  Archiv.  1.  Tbl  4. 
■•  1841.  8.  444.  mitgethcilte  Herleituog  dee  erweiterten  Ffthogori- 
9äkm  Lehraatsee  ((5)  ui  iU),  die  aber  auch  eeb^  Carnot  in  eelaer 
Odomdleio  de  peeitioa.     Pari«.  1808.    t.  II.  nnm.  261.  gelehrt 
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.«  >  • 


VI. 

Zwei  lieiiierlLeiiswerth  einfache  H 

ieitun§^en  der  Hauptfl^leiciiunireii 
spliiirisciien  Trigronometrie* 

Von  dem 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 

Profector  der  Maiheniatik  su  Tarnow  in  Oalhiea. 


Bekanntlich  gibt  es  mehrere  (darunter  eine  sogar  von  La- 
grange herrührende)  Ableitungen  der  in  der  sphäriacheD  Trigo- 
nometrie zwischen  den  Seiten  und  einem  Winicel  eines  Kngel- 
dreieckes  bestehenden  Grundgleichung,  aus  der  alle  übiigeii 
Hauptgleich uNL'en  bios  analytisch  hergeleitet  werden  können.  Jede 
derartige  Ableitung  wendet  auf  die,  zweien  geradlinigen  Drei- 
ecken gemeinsame  8eite  den  erweiterten  Pythagorischen  Lebrnti 
an.  Eine  solche  Ableitung  wird  jedoch  unbrauchbar,  wenn  ent- 
weder eine  Seite  oder  ein  Winicel  des  Dreieckes  =90^  wfard; 
auch  unterlässt  man  gewöhnlich  die  Giltigkeit  der  Gleichung  für 
alle  möglichen  Falle  nachzuweisen.  Im'  Folgenden  theile  ich 
zwei  Anleitungen  dieser  Grund-  und  Hauptgleichangen  nii^ 
welche  der  Beachtung  der  Geometer  nicht  unwürdig  seiu  dOrftea. 
Die  erste  stellt  jene  Grundgleichung  sogleich  mit  voller  All- 
gemeingiltigkeit  nach  der  bisher  zu  wenig  beachteten  und 
darum  auch  rücksichtlich  ihrer  unschätzbaren  Vortbeile  gar  nicht 
gekannten  Lehre  von  der  rechtwinkligen  Projection  auf,  ilher 
welche  ich  —  vielleicht  in  nicht  ferner  Zeit  —  eine  ausliihrliche 
Abhandlung  veröffentlichen  zu  können  hoffe.  Die  zweite  leitet 
sämmtliche  Hauptgleichungen  geometrisch  und  zwar  aus  einer 
einzigen  Fieur  ab,  wozu  die  Projectionslehre  gleichfalls  einen 
höchst  schätzbaren  Beitrag  liefert. 
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A.    Erste   Herleltung. 

1 

GruDdgleichuns.  Sei  (in  Taf.  I.  Fig.  2.)  ABC  ^m  Ku- 
geldreieck oder  OABC  das  ihm  am  Hittelponkte  O  der  Kugel 
entsprechende  dreikantige  Eck;  danach  seien  A=^a,  B=ß,  C=^ 
seine  Winkel  und  a,  b^  c  deren  Gegenseiten.  Im  Kugelmittel- 
punkte  O  stelle  man  auf  den  Halbmesser  OA  einer  Spitze  A 
des  Kugeldreieckes  oder  auf  die  eine  Kante  OA  des  Eclces  die 
senkrecnte  Ebene  31  auf,  projicire  (winkelrecht)  in  diese  die  Halb- 
messer OB,  OC  der  beiden  anderen  Dreiecksspitzen  oder  die 
wei  6brigen  Kanten  nach  OB^  OC'.  Dann  Ist,  wenn  man  etwa 
noch  snr  leichteren  Einsicht  die  Seitefn  AB=zc  und  AC^=b  zo 
Quadranten  bis  D  und  E  vertöngert,  BOB'=BD=:AD^DB 
=900— c,  COC  =  C£=2lE— .4C=:öO»>-6,  und  B'OC=a. 

Von  einer  der  beiden  letzteren  Kanten,  etwa  von  OB,  proji- 
dre  man  ein  beliebiges  in  O  anfangendes  Stflck  OMz=:r  (wonlr 
man  auch  die  Längeneinheit  also  03#=1  nehmen  kann),  mittel- 
bar^ und  zwar  benutzend  die  Ebene  2(,  auf  die  Projection  OC 
der  anderen  Kante  OC,  folglich  seinen  Endpunkt  M  nach  N  und 
P.     Dann  ist 

OiV=  OMcosBOB—rsxvic, 
NM=OJa8\nBOB'=rco8c; 
OP=  ONcosB'  OC = r  sinccos«, 
PNziz  ON8\nBOC=rB\nc.a\na, 

Nun  projicire  man  jene  Strecke  oder  den  Radiusvector  OM 
in  der  ersten  Kaute  OB  einerseits,  und  die  zwischen  denselben 
Grcmipunkten  O  und  M  begriffene  dreigliedrig  gebrochene  Linie 

OPNM  andererseits  auf  die  zweite  Kante  OC  selbst;  so  sind 
ihre  a^ebraischen  Projectionen  einander  gleich,  und  es  haben 
■leDei 

die  Streeken:  OM,  OP,  PH,  NM 

die  PMjeetioDswbkel :  BOC=  a,     COC=W>-  b.  W>,  COA=b . 

Hithin  ist  —  ganz  allgemein  giltig  — 

:  re€O8S=rsinccosa.Gos(90^ — b)  -l-rsincsincr.cosQO®  -f-  rcosc.cos6 

oder  wenn  man  durch  r  theilt  und  sonst  reducirt,  sogleich 

(1)  cosa=:co8a.sin68inc4-c^s6cosc, 

die   in    vollständiger    Allgemeinheit    bestehende    Grund- 

fletchuBg   zwischen  den  Seiten  und  einem  Winkel  eines  Kvgel- 
rei6cks> 


2. 


I.  Erste  Hauptgleichung.    Bildet    man    lur    sefbiidi 
Gleichung  (1)    eine  gleichgestaltete  durch  Verwechseuing  voa  € 
und  6y  60  wie  tod  a  mit  p;   bo  findet  man 

I 

■ 

coe&s=coe/?.8ioceinc  •^coetfeee«. 

1  ■•■■ 

Sdbetitairt  man  diesen  Ausdruck  von  cosi  in  (L),  ■•  wM  • 

■  .• 
coB«(l —Gosc*)=cosasiHc*= (eososio6  +  co6/3cosi;aliia)nHic*>i  •■ 

Weil  keine  Seite  eines  Kngeldreiecks  0  oder  180^  sein  kaan»  nb> 
lieh  sine  nie  :=0  ist,  so  ist  es  gestattet  durch  ihn  die  lebSE 
Gleichung  su  dividiren ;  und  sofort  erfolgt 

(2)  cosa  sine =cosa  sin  A  -f~  cosjScosrsina, 

die  zwischen  den  Seiten  und  zwei  Winkeln  bestehende  HavptgM- 
cbnng. 

II.  Eine  Hilfs  gl  eich  ung  zwischen  allen  sechs  Stflcken  4m 
Dreiecks.  Vertauscht  man  in  (2)  a  und  c  unter  sich,  und  a  mit 
y,  so  erscheint 

C08csina=  cosysiii6  -f  cos/3 cosa sine. 

Schreibt  man  nun  diesen  Ausdruck  von  coscsina  in  (2),  so  flber- 
geht  diese  in 

cosasinc  (1  —  cosjP)  =cosa  sin6  +  cos/S  cos/sin6 
oder  in 
(3)  cosa  sincsin/3* = (cosa  -f-  cos/Scosy)  sin6 . 

III.  Zweite  und  dritte  Hauptgleichung.  Wenn  mnn  In 
(3)  die  ß  und  y  so  wie  die  6  und  c  unter  einander  Terwechselt, 
so  verwandelt  sie  sich  in 

cosa  sinb  siny* = (cosof  -f  coaß  cos/)  sine . 

Multiplicirt  man  diese  zwei  letzten  Gleichungen  mit  einander,  und 
zwar  zuerst  so  wie  sie  ober  einander  stehen  und  dann  krenzweis, 
und  zieht  man  aus  den  Producten  die  zweite  Wurzel;  so  erbilt 
man 

J:  cosa  sin/3  siny  =  cos  a  +  cos  ß  cos  y , 
±  ain/3  sine = siny  sin6 . 

In  diesen  Gleichungen  kGnnen  Jedoch  nur  die  oberen  Vofiei- 
chen  gelten.    In  der  ersten ,  weil  für  ß — y — 9(fi,  ^v\e  man  ans  der 
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Lehre  von  den  sphSrischeii  Winkeln  weiss,  a  =  a  sein  muss;  in 
der  zweiten,  weil  nur  solche  Kugeldreiecke,  in  denen  Seiten  und 
Winkel  zwischen  0  und  iSOO  liegen,  betrachtet  zu  werden  pflegen. 
Danach  wird  die  erstere  Gleichung 

(4)  cosa  ==cosasin/3siny —  cos/S  cosy , 

die  sweite  Hauptgleichung  zwischen  den  Winkeln  und  einer 
Smtm; 

di«  letitere  Gleidmng  aber 

8in6     sine 


•^T"  * 


sin/}     Biny 

durch  Verwecheelang  von  b  mit  a  und  ß  mit  a  TerreH* 
•tfndlgt: 

.^.  sina     sinft     sine 

'  sina      smp      siny 

^  dritte  Hanptgleichang  zwischen  je  zwei  Seiten  und  ihren 
Gegenwinkeln  *). 

IV.  Vierte  Hauptgleichung.  Setzt  man  in  der  ersten 
Hanp^^eichnng  (2)  fflr  sin6  seinen  aus  der  dritten  Haup^eichung 
(B)  er^lgenden  Ausdruck 

• 

.  .  ein/J 

sin6=8ma-r-^# 
sina 

nm  b  aus  diesen  z«f ei  Gleichungen  zu  eliminiren ;  so  ergibt  sich 

cosasinc  =  sin/}  cot«  sina  -|-  cos/3  cosc  sina , 

daher  wenn  man  durch  den  nie  verschwindenden  sina  theilt: 

(B^  sine  cota = sin/3  cota  -|-  cosc  cos/3 , 

oder  symmetrischer  geordnet: 

^  cosc  cos/3 = sine  cota — sln/3cota 

als  die  vierte  Hauptgleichung  zwischen  vier  unmittelbar 
■ach  einander  folgenden  Dreiecksstücken  a,  c,  /3,  a,  von  denen 
iweU  ^  und  /3,  Mittel-  oder  eingeschlossene  Stflcke,  die 
beiden  anderen,  a  und  a  Aussen-  oder  äussere  Stücke  und 
zo  einander  Gegenstücke  sind. 


*)  Diese  gleichseitige  Ableitnog  der  zweiteo  und  driUen  Haupt- 
sieichimg  habe  ich  —  Yielleicht  der  Erste  —  In  meiner  Ueberarbeitong 
M  sweiüta  Bandet  von  Tega*s  Torles*  nber  d.  Mathem.,  Wien. 
1.  Aaf I.  1885,,  S.  Anfl.  1848.,   in  §.  667.  n.  568.  gegeben. 
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B.    Zweite   Uerleitung. 

3. 

Grundj^lelchuDg  und  erste  HauptglelchuDS.  Indea 
man  die  obigen  Bezeichnungen  beibehält  und  nur  noch  des  Kngel- 
balbmessers  Zahlenwerth  wie  fiblieh  =1  aetit,  projicire  num  (ta 
Taf.  I.  Fig.  3.)  eine  Dreiecksspitze  A  mittels  seninrechter  Ebe- 
nen auf  die  Halbmesser  oder  Kanten  OB,  OC  der  zwei  anderen 
Dreiecksspitzen  B  und  C  nach  E  und  F,  und  dadurch  zngleidk 
mittels  der  als  Durchschnitt  dieser  zwei  projicirenden  Ebene»  sich 
ergebenden  senkrechten  Geraden  AD  auf  die  Ebene  BOC  jeaer 
zwei  Kanten. 

Danach  ist 

O£=cosc,        £^  =  sinc,        AED^ß 
ED=EAcoBAED=:Bineco8ß,  DA=. EAB\üAED=^B\neB\nß 
OF=  coBb ,        FA  =  Binb ,        AFD-y 
FD=iFAcoBAFD—B\nbcoBy^  DA  =  FAB\viAFD=:umbB\nf. 

Projicirt  man  nun  den  Umfang  des  (ebenen)  Viereckes  OFDE, 
in  welchem  EOF=a,  E=«fi=F,  also  £:Z>F=1800-a  Ist, 
auf  die  Seite  OE  (als  Hauptaxe)  und  auf  ihre  Senkrechte  (ab 
Nebenaze  der  Projection);  so  haben 

die  Vierecksseiten        OE,  OF,  FD,    DE 

die  Projectionswinkel     0,    a,    a — 90®,  — ^90®; 

und  sonach  erhält  man  fflr  die  Haupt-  und  Nebenprojection  der 
Seite  OE  den  Doppelausdruck 

Substituirt  man  den  Seiten  ihre  obigen  Ausdriicke,  vereinzelt  die 
Gleichungen,  reducirt  die  goniometrischen  Stamuifunctionen  und 
versetzt  die  Glieder  in  geeigneter  Weise,  so  erhält  man  eines 
Theils 

(I)  cosc = coay  sina  sin6  -|-  cosa  cosb 

die  Grundgleichung,  und  anderen  Theils 

(2)  cos6  sina = cos/3  sine  -f  cosy  cosa  sin6 

die  erste. Hanptgleichung. 

Anmerkung.  Die  Projection  auf  OF  liefert  ein  Paar  ver- 
wandte Gleichungen. 


»5 

I 

HF   nF 
DE:DF=^:  ^^zzsmEODiamFOD 

^sina'isina", 
folglich  der  Verein  beider  Verhältnissgleichheiten: 

cotj}:  coty = sina' :  sino^ . 

Es  ist  aber  a''i-a''=a,  also  a''^=a'-a',  und 

coty :  cot/} = sin  (a — a')  :  sina' 

=  sinacoso'— cosasina' :  sina', 

folglich  wenn  man  theiit: 

tang  ß  coty = sina  cota'  —  cosa  • 

Es  gibt  endlich  das  an  £  rechtwinklige  Dreieclc  OED 

.      OE         cosc         cotc 

cota  = -^  y^=-; 2>= Ä» 

ED     sinccosp      cosp 

daher^    wenn  man  substituirt  und  den  Nenner  cos/3  weg  multipli- 
cirt,  erhält  man 

sinß  cot/rr  aina  cotc  -*-  cosa  cos^ 

•ier  TCTsetit 

(S)  cosa  co9|9=^  sina  cotc — sin^cot}^, 

die  vierte  Hauptgleichung. 
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vn. 

Velier   die    mittlere   Entfernnns  des 
Ackers  Tom  Hofe,  In  Bezuir  auf 

Anwendunff. 

Von  dem 

Feldmesser  Herrn  C.  Wasmund 

%VL  StraUund. 


In  der  vor  Kurzem  unter  dem  Titel:  Deber  die  mittlere 
Entfernung  einer  Figur  von  einem  Punkte,  oder  Ober 
die  sogenannte  mittlere  Entfernung  des  Ackers  voni 
Hofe.  Von  J.  A.  Grunert.  Greifs  wald.  1848*)  erschienenen 


*)  Um  Leiern,  denen  obige  Schrift  etwa  noch  nicht  sa  Händen  ge- 
kommen sein  sollte,  wenigatena  anzudeuten,  worum  e«  sich  handelt,  will 
ich  den  Begriff  der  mittlem  Entfernung  der  Kürze  wegen  in  der  Sprache 
de«  vori|i^en  Jahrhundert«  hersetzen:  Unter  der  mittlem  Entfemnnv  einer 
Linie,  Fluche  oder  eines  Körpers  von  einem  Punkte  wird  Terstanden  das 
arithmetische  Mittel  uns  den  Entfernungen  sämmtlicher  Elemente  der- 
selben vom  gedachten  Punkte,  oder  hieraus  hervorstehend  und  noch  be- 
quemer für  die  Anknüpfung  der  Rechnunj^^:  Die  mittlere  Entfernung  ist 
die  Summe  der  Entfcrnung*momcntc  sämmtlicher  Elemente,  dividirt  darch 
die  Summen  sämmtlicher  Elemente,  unter  Entfernungsmoment  das  Pnn 
duet  des  Elements  in  seine  Entfernung  verstanden. 

Ist  also  p=/x  die  Gleichung  einer  ebenen  Curve  für  rechtwinklige 
Coordinaten,  so  ist  die  mittlere  Entfernung  des  Cnrvenstücks  zu  den 
Abscissen Intervall    a  —  a     vom     Anfange    der    Coordinaten    ab:    M=^ 


7W 


•*m 


wo  der  Nenner  natürlich  das  Curven- 


stfick  seihst  ist     Für   die   gerade  Linie    aöj  aß,   deren  Gleichung  also 
ir=/x=-^j-i-         "       ist,    rieht  dies,    weil    hier  .-'      constant     ist. 


Nachschrift  des  Herausgebers. 

In  meiner  Schrift :  Ueber  die  mittlere  Entfernung  einer 
Figur  von  einem  Punkte  oder  «her  die  sogenannte 
mittlere    Entfernung   des  Ackers  vom  Hofe.  Greifs^vald. 
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selbe  von  C  auB  in  concentrische  Ringe  1,  2,  3,.'....fli« 

die  Flfichengrössen  ^ ,  /i ,  /J , /« ,  so  wie  nacb  obige» 

auch'  die  mittlem  Entfernungen  tit| .  m%,  m^, mm  dleiierBhat 

von  C  ab ,  dann  ist  der  Gesammtflftcbe  mittlere  Entferaeog;  Mhs 
m,A+m,,^a+iii3^.».-fm./;  ^^^^^^^^  ^  ^^  O.f.  17.),  Ua^te 

Punkt  C  innerhalb  der  Fläche  aaa ,  so  wird^ bei  der  ElnlM 

Inng  auch  noch   ein   voller  Kreis,  oder  ein   KreisandschnUt 

kommen ,  was  jedoch  in  der  Berechnung  keinen  Unterschied 

Betreffend  die    weitere  Anwendung  der  mittlem  Eatfi 

halte  ich  es  noch  fiir  eine  sehr  schwer  £u  losende  Aufgabe». 

unter  Voraussetzung  einer  ganz  sueciellen  Nutzungsart ,  die  Fnl^ 

tiou  der  Flächengrcissc  Froonität  B  und  mittlere  EnUemiug  M 

eines  Grundi^tiicks   von  einem    Punkte  zu  ermitteln,    weiciier  dit 

Werthe  mehrerer  Grundstücke  in  Bezug  auf  diesen  Punkt  prtptv^ 

tional  zu    nehmen  sind.     Namentlich  würde   man   der  Praxis  scbr 

widersprechende  Resultate  erhalten,  besonders  filr  extreme  W^rtk 

Fß  „ 

von  F,  B  und  M^  wollte  man  diese  Funktion  =  -^  setzen.    W« 

auch  vielleicht  der  Zähler  FB  sollte  bleibea  können,  so  wl 
doch  dann  der  Nenner  ausser  von  AI  auch  noch  wieder  voo  F 
und  B  abhängig  sein  miissen ,  wie  dies  auch  schon  zum  Theil  ans 
Herrn  von  Tliflnen's  Bemerkungen  liber  diesen  Gegenstand  In 
seinem  isolirten  Staate  hervorgebt.  Bei  der  Scnwierlgi^eiti  ' 
welche  die  Herstellung  einer  solchen  stichhältigen  Funktion  hat,  wird 
die  ökonomische  BerOcksichtigung  der  Entfernung  liei  der  Weith- 
bestimmung  von  Grundstücken  wohl  nur  in  der  Art  Statt  finden 
können,  dass  man  Grundstöcke  in  verschiedenen  Entferoongen 
veranschlagt,  und  dadurch  eine  Progression  von  Werthreductions- 
factoren  ermittelt  för  stufensweise  wachsende  Entfernungen.  Hier- 
bei wird  dann  aber  die  Kenntniss  der  mittlem  Entfernung  von  ier- 
heblichem  Nutzen  sein. 

Ganz  naturlich  wird  man  bei  Betrachtungen  obiser  Art  noch 
2u  der  Aufgabe  geleitet,  iur  den  Acker  den  vortbeilhaf testen  Ort 
Ae»  Hofes 'zu  ermitteln,  rOcksichtlich  der  Entfernung,  d.  h.  für 
eine  gegebene  Fläche  den  Punkt  zu  bestimmen,  von  weichem 
ab  die  mittlere  Entfernung  derselben  ein  Minimum  ist.  FOr  ein 
Dreieck  wird  aber  hierzu  schon  ein  beträchlicher  Rechnunjnanf- 
Vand  erfordert  werden,  so  dass  man  bei  wirkliehen  neuen  Horan* 
lagen  wohl  auf  eine  mathematische  Losung  wird  verzichten,  und 
sich  damit  trösten  müssen,  dass  in  den  allermeisten  Fällen  doch 
auch  noch  andere  Umstände  als  die  Entfernung  eine  entschiedene 
Mitberöcksichtigung  verlangen. 
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a  2a 


'2i=sa  +  2b,  1— -=1- 


*~*      a  +  26 
oder 

'+2fr 

ist,  «o  ist  ^ 

Non  Ut  femer,  wie  man  (eicht  findet: 


»— ifl« 


1  I         4A*      *       ? 


also 


Denken  Trir  ans  jetzt  in  einen  mit  dem  Halbmesser  r  bescbrie 
henen  Kreis  ein  reeulSres  Vieleck  von  n  Seiten  beschrieben,  md 
bezeichnen  jede  Seite  desselben  durch  a,    so  ist  fllr  jedes  der  iv  ' 

SIeichschenkligen ,  im  Mittelpunkte  des  Kreises  zusammenstossen* 
en  Dreiecke,    in  die  sich  dasselbe  zerlegen  lilsst,  in  Bexog  auf 
den  Mittelpunkt  des  Kreises  nach  dem  Vorhergehenden:. 


„     1        [ ll  f       2r 


and  folglich  immer  in  Bezog  auf  den  Mittelpunkt  des  Kreise«  Ar 
das  ganze  reguläre  neck  nach  S.  IIL  meiner  Schrift; 


r2-xa«    1 


3i=zn  --r  J Q  r s *  

wA  (3  oa    '     ^   .    a 


^+2?) 


d.  i.  ebciT  i«o  wie  vorher: 


1  +  2r 


(Mier 


'~2r 


Also  ist,  da  iedenfallfl  immer 


ist,  nach  einer  sehr  bekannten  logarithmischen  Reihe  (111.  s.  u.  A. 
meineo  Leitfaden  ffir  den  ersten  Unterricht  in  der  hu- 
hern  Analysis.    Leipzig.     1838.    S.  64.): 

d.  i. 

und  fvenn  man  nun,  um  M  fiir  den  Kreis  selbst  zu  erhalten,  u 
inTs  CneBdliche  wachsen,  also  a  ins  Unendliche  abnehmen  lässt, 
und   in  der  Torhergehenden  Gleichung  zu  den  Gränzen  fibergeht« 


^rgidbf 


Ä=^r+^r*.  «-'  d.  i.  ^=Rr. 


FOr  einen  Kreisaasschnitt,  der  7  ^^^  ganzen  Kreises  ist,  sei 

jetzt  üf  die  mittlere  Entfernung  vom   Mittelpunkte  des  Kreises, 
so  ist  nach  S.  111.  meiner  Schrift  offenbar 

2  t  2  ' 

Är=A:.  r^>  also  M=::^r; 

wie  fiir  den  ganzen  Kreis,  was  sich  auch  von  selbst  versteht. 

Endlich  sei  <Ue  mittlere  Entfernung  M  eines  ringförmigen 
Stücks  wie  ABA'B'  in  Taf.  I.  Fig.  5.  von  dem  gemeinschaft- 
lichen Mittelpunkte  C  der  beiden  Kreise,   zwischen  denen  dieses 


• 


•  • 


I 


•  • 


•  » 


•:  ••.  '•.  ..• 


■•    • 


•  .  T 


ton 


ringförmige  Sh'ick  enthalten  ist,  zu  finden.  Zu  dem  Eode 
r  und  r*  respective  die  Halbmesser  des  gn'isseren  und  des  .VU^ 
neren  Kreisen;  die  Fl&cbenräurae  der  beiden  KreisaasadMilli 
ACß  und  A'CB*  seien  respective  ^  uiui  &,  und  ttl  und  W 
seien  deren  mitjtlere  Entfernungen  von  C;  so  haben  wir  nach 
S.  HJ.  meiner  Schriftdie  Gleichung: 

Aber  bek-inntlich .  da  die  Sectoren  0,  &  demselben  Winkel 
Mittelpunkte   entsprechen: 

S:0'=:ra:r'«,  also  e:0-©'  =  r«:r«-  r'«; 
und  nach  dem  Vorhergehenden: 

2  2'- 

folglich  iiac}i  den'i  Obigen 


2       r'«  2  ,      r*-r'*^  ^, 


oder 


|r3=|r'3+(r2— r'^)Jf, 


woraus 


^""  3  •  r^-r*^  -  3(r+r'Xr-r') —3  *        r  +  r' 

folgt»  canz  wie  der  Herr  Verfasser  des  obigen  Aufsatzes  auf  an- 
derem XVege  gefunden  hat»  wenn  man  nur  in  der  dortigen  Formel 
r'   filr  Q   setzt.     Auch  ist  ^ 

Dass  Ableitungen  von  Formeln,  wie  die  obige,  durch  strenge 
Gränzenbetrachtungen  aus  anderen  Formeln,  zu  den  instructivsten 
Betrachtungen,  namentlich  für  Anfanger,  gehören,  wenii  sie  auch 
von  einer  gewissen  Weitläufigkeit  zuweilen  nicht  ganz  frei  zu  spre- 
chen^ sind,  dürfte  wohl  jetzt  ziemlich  allgemein  anerkannt  sein» 
und  ich  selbst  bin  der  Meinung,  dass  Anfänger,  -welche  in  der 
Mathematik  weiter  zu  gehen,  und  namentlich  die  Anafysis  in 
ihrem  neuesten  Zustande  kennen  zu  lernen  beabsichtigen,  nicht 
hftufig  genug  sich  mit  dergleichen  Betrachtungen  bekannt  machen 
und  dieselben  selbst  anzustellen  versuchen  können. 
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So  wie  im  vorherffehenden  Falle  wird  man  auch  fast  In  all^n 
in  der  Praxis  sich  vielleicht  darbietenden  Fällen  die  erforderliohen 
FormelQ  aus  den  in  meiner  Schrift  entwickelten  Ausdrücken  ohne 
Sdwierig^eit  abzuleiten  im  Stande  sein. 

Bei  der  wirkliche»  Anwendung  der  von  dem  Herrn  Verfasser 
des  obigen  Aufsatzes  vor^schlagenen  praktischen  Methode  wird 
man  hlufia  in  den  Fall  kommen,  die  Flächenräume  ringförmiger 
Stfleke  wie  ABA'ti'  bestimmen  zu  müssen.  Deshalb  wird  es 
vl«Meicht  zweckmässig  sein,  auch  darüber  noch  ein  Püar  Bemer- 
kungen «dem  Obigen  binzuzufilgen* 

Bezeichnen  wir  den  Flächeninhalt  des  ringförmigen  Stücks 
AB  AB'  durch  F,  und  einen  den  Winkel  ACB  oder  ACK  am 
Mittelpunkte  messenden  Kreisbogen  in  einem  mit  der  Einheit  als 
Kadius  beschriebenen  Kreise  durch  co;  so  ist  nach  bekannten 
Sätzen 

/==  j(r«  -  r"^)  CD  =  j  (r-r')  (r  +  r')  w . 

B«seichnen  wir  nun  die  Sehne  des  Bogens  AB  durch  a»  so  ist 


folglich 


1  .1  fi 

a  =  2rsth3-(o,   sinja)  =  ^; 


1  .0  .  ,     <F 

3-  (ö  =  I Aresin  75-  *    w = 2 Aresin  «-  • 


Weil  aber 9  da  jedenfalls 


•<s^' 


ist.  Dach  eioer  bekannten  Reihe  (m.  8.  u.  A.  meine  Elemente 
der  Differential-  undintegralrecbnung.  Zweiter  Theil. 
Leipzig.  J837.    S.  92.) 

ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 

+  24.« '7    VW   +  •"1 


d.  i. 


(r-r')(r+r')ffi,  .   1    /ffV  .    ^     /«y  ,     6    /«V  .      > 
'^=^-fF^-M+*24 Ar)   +WÖ  W    +fI8IV;  ^"^'        ' 
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oder 

'=K'-f)('+?)  "  !'4(0'  ^  4(0* + ^<0*A. 

Von  dioseD  Reihen  wird  man  immer  qur  fio  viele  Glieds  hit 
behalten,  als  die  bei  der  Rechnung  beabsichtigte  Genftolglal 
erfordert.  "    " 

Ffir  das  Produet  des  rinprfiirniigen  Stücks  ABA'B^  in  äÜM 
mittlere  Eiftfernung  vom  Mittelpunkte  C  hat  man  nach  den  Vm^ 
hergehenden  den  Ausdruck 


■  1 


d.  i. 


I  ir-r') (r«  +  rr'  +  r'«)  Are sId  J 


also  nach  dem  Vorhergehenden 
oder  "aucl^ 


i'4e)'+4(7r+--i 


Diese  Au^dfiicke  scheinen  mir  bei  der  Ausflfhrung  der  durch 
die  Anwendung  der  von  de'ni  Herrn  Verfasser  des  obieen  Auf- 
satzes angegebenen  für  die  Praxis  recht  zweck mässieen  Methode 
nothiggeniaohteM  Rechnungen  die  meisteBequemlicbkeiMarzubieteo, 

Rücksichtlich  der  in  dem  letzten  Absätze  des  obigen  Auf- 
satzes gemachten  Bemerkung  stimme  ich  dem  Herrn  veifasKer 
desselben  vollkommen  bei.  Üeber  das  aber,  was  in  dem  vorleti- 
ten  Absätze  dieses  Aufsatzes  bemerkt  worden  ist,  muss  ich  die 
Entscheidung  den  Landwirthen  und  Nationalökonomen  anheim 
stellen,  und  bemerke  nur  noch,  dass  einige  auf  den  in  diesem 
Absätze  angeregten  Gegenstand  bezügliche  Bemerkungen  schon 
von  dem  sehr  einsichtsvollen  Recensenten  meiner  Schrift  in  den 
Heidelberger  Jahrbüchern.  1848.  Nr.  29.  S.  459.,  Herrn 
Doctor  J.  Di  eng  er,  früher  in  Sinsheim  bei  Heidelberg,  jetzt 
Vorstand  der  höheren  Bürgerschule  zuEttenheim,  eemacht  wor* 
den  sind,  worauf  ich  daher  die  für  diesen,  namentlich  in  der  jetzi- 
gen bewegten  Zeit  bei  der  Beurth eilung  des  Werths  der  txrund- 
stflcke  mit  Berücksichtigung  aller  dabei  in  Betracht  kommenden 
Elemente,  wie  Areal,  Bonität,  aufzuwendende  Arbeitskraft  ii. 
dergl. ,  gewiss  der  allgemeineren  Beachtung  in  landwirthschaft- 
licher  und  überhaupt  national -ökonomischer  Rücksicht  sehr  wtr- 
then  Gegenstand,   sich   etwa    interessirenden  Leser  des  Archl?a 
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tireo  Theiler  von  e^  k  jedwede  zwischen  den  Grenxen  0  luid  ai— 1 
incl.  eingeschlosiiene  ganze  Zahl,  n  den  Quotienten ^-^^  'bedeiM 

Hierauf  hat  man  mit  allen  Formen  Sl,  deren  Anzahl  oIoiIm»  im 
Sutume  aller  Theiler  von  e  gleichkommt,  den  Versuch  anavstolilli^ 
ob  sie  mit  f  eigentlich  aeunivalent  sind,  oder  nicht,  uad  iir*'^^ 
jenigen  unter  ifinen,  Sl*^  il",  SV",  etc.,  welche  es  wirklich 
in  Betracht  zu  ziehen,  in  Bezog  auf  die  erste  derselben  S>\  « 
ans  F  durch  die  Substitution  in'^  W,  0,  n'  entstanden  sein  _ 
stelle  PffffTft  jedwede  eigentliche  Transformation  ans  Ä'  ItTf 
dar;  man  wird  mehrere  eigentliche  Transformationen  ans.  F  Im  f 
anter  der  Form  m'p  +  k'r^  m'q-{-isf.%9  n'r,  n's  erhalten,  und  wsm 
man  mit  den  Qbrigen  Formen  Ä'^  ^'^,  etc.  ebenso  rerflübrt,  at 
gelangt  man  zu  den  snmmtlichen  eigentlichen  TransforinaHaaai 
aas  F  in  f. 

Man  wird  nicht  verkennen,  dass  das  angedeatete  Verfiümi 
in  der  AosObung  sehr  weitlSufig..  in  den  meisten  F&Uen  ao  §ä 
wie  unausführbar  ist,  und  dies  hat  mir  Veranlassung  gegebsi^ 
eine  andere  Auflösung  des  obigen  Problems  zu  suchen,  weicht 
sich  in  priictischer  Beziehung  durch  Kiirze,  in  theoretischer  dmfdk 
mehrere  Bemerkungen,  zu  welchen  sie  Gelegenheit  giabt,Jrt 
empfehlen  seheint. 

Die  Form  F  von  der  Determinante  D  sei  (A,  Bi  C),  dit 
Form  f  von  der  Determinante  Dee  sei  (o,  6,  c).  Wir  nehniel 
zuvörderst  an,  dass  F  \n  f  durch  die  eigentliche  Substitien  a,  A 
yy  6  übergehe,  und  sehen  zu,  was  daraus  folgt.  Man  hat  folgen^* 
Gleichungen: 

[1]  .  .  .  Aaa  +  2Bttyi^Cyy=za, 

[2]  .  .  .  Aaß  +  B(aö  +  ßy)  +  Cy6=z6, 

[3J  .  .  .  Aßß+2Bß8  +  Cdd=c,  i 

[4] aö--^ßy=e  (e  positiv  und  >  l). 

Die  Zahlen  a  und  /  können  ein  grösstes  gemcinschaflliches  Maas« 
n  haben,  welches  positiv  genommen  wird,  so  dai^s  a=^n€fif  y=1•/'^ 
o^  und  y^  relative  Primzahlen  sind;  nach  [4]  wird  n  ein  Theiler 
von  e  sein,  oder  wenn  e=nm  gesetzt  wird,  so  ist  m  eine  g^ie 
Zahl,  und  die  Gleichung  [4]  reducirt  sich  auf  cfi8^ßy^=^m.  Be- 
stimmt man  nun  zwei  andere  Zahlen  ß^,  6^  so,  dass  a^d^  — /3^ 
=  1  wird,  (was  auf  unendlich  viele  Arten  möglich),  so  mass  he* 
kanntlich  ß=ß^m+Ucfi,  d=:d^m  +  kf  sein,    wo  k  eine  beliebige 

ganze  Zahl  bedeutet,  und  man  kann  zugleich  ß^,  ö^  so  nehmen, 
ass  k  zwischen  den  Grenzen  0  und  m  -- 1  incl.  enthalten  ist.  Sab- 
stituirt  man  nun  die  für  a,  ß,  y,  d  gefundenen  Werthe  In  [i],  [2], 
[3],  so  kommt 


J«o«o  +  2ÄaO/>+  Cy^yf*  =  -1 , 


nn 


[6]   .  .  .    )AaOß^  +  B((fi6^+ßY)+Cy^d^z=: 


bn—ak 


mnn 

^/p>/Jo+2Ä/3^*o^  fyo^ — cnn  - 2bkn + mkk 

mmnn 
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gnienz  ihk^&  (mod.  m)  ist  nur  lusbar,  w«do  SA- und  m  eotire- 
der  relative  Primzahlen  aind,  oder  ihr  ^russte«!  ^emeinschafilkhtt 
Maass  ^  die  Zahl  &  uiisst,  und  im  letztern  l*a!le  iSust  tf  Hih 
achiedene  Werl  he  von  k  unter  m  zu. 

2^.     Ist  e  gegen  a  prim,  so  hat  n  nur  deo  •inen  Wciillk 

und  es  kommt  A'=:a,  B^=z-IZ — ,  C= -'H— .  Die  Cmb» 

e  a  ^^ 

enz  ak'=:b  (med.  e)  ist  immer  lösbar,  und  lässt  nur  einen  Weift* 

von   k  unter  e  zu;   fiir   diesen  Werth,   der  durch   k^  bexeidMt 

werde ,  ist  also  B*  = eine  ganze  Zahl.     Ferner  wa4  It- 

hauptet,   dass  e*  ebenfalls  eine  ganv^e  Zahl  wird.     Denn  ce  Ist. 
€A'^6(mod.  a)\  miiltiidinrt  man  diese  Congruenz  mit/*,  nnJ  b^ 
stimmt  diese  Zahl  so,  aass  ef^i  (mod.  a)y  so    kommt   B'^kft 
if'Ä'— A>=6«/^— Z>(mod.  «).     Da  nun  hh  ^ac  =  Dee,^=lMe, 

(mod.  a)   h^r^=D{ef)^=lh  so   folgt  Rß'-^D=0   (mod.  «). 

/?'  ß*  —  /) 
mithin eine  ganze  Zahl.  Dies  führt  zu  dem  allgeaifliiiei 

■  • 

Theorem:  Wenn  e  gegen  a  prim  ist,  und^^...(e,  i^  ^ 
eine  Form  von  der  Determinante  Dee,  so  giebt  es  !■- 
nier  Formen  F..,{A,B,  C)  von  der  Determinante  D»  jrel- 
(ihe  die  Form /"  eigentlich  einsehliessen,  aber  ale-siei 
alle  der    Form   (n,  B*y   O)  eigentlich    aequivalent,  oder 

gehören  in  eine  Klasse,  indem  B'  =  -. »  k    die    ZabI 

unter  e  ist,  welche  b  —  ak  durch  e  theilhar  macht*). 

Beispiel.  f\ ..(^,AC)  =  (3,2,5),  Z)  =  - 11;  f...(a,kjC) 
=  (44,  165,  1125),  66— iic=— IJ.45^  also  e  =  45.  Da  e  gegeo 
a  prim  ist,  so  hat  man  44^*^165  (mod.  45),  A'  =  15,  folglich  A', 
R,  V  resp.  =  44,  —II,  3.  Die  Form  (44,  -11,  3)^  findet  man 
mit  F  eigentlich  aeqtiivalent,  und  es  giebt  nur  zwei  eigentliche 
Transformationen,  nämlich  — 3,  1,  — 1,  0;  und  +3,  — 1,  +1, 
0,  daher  auch  nur  zwei  eigentliche  Transformationen  aus  P  In  /, 
nämlich  —3,  0,  — l,  -15;  und  +3,  0,  +1,  +15. 

Die  Zahl  e  hat  die  Theilcr  1 ,  3,  5,  9,  15,  45;  nach  der 
Gaussischen  Methode  müsste  man  also  1 -f3  + 5+0+ IS-fdlSsTB 
Formen  {Sl)  aus  der  Form  F  durch  die  Substitutionen  1,  0,0,45; 
3,  0,  0,  t5;  3,  1,  0,  15  etc.  herleiten,  und  jede  derselben  In  Be- 
zug auf  ihre  Acquivnlenz  mit  f  untersuchen  —  eine  harte  Proiie 
fiir  die  Geduld  des  Kechners! 

3^.    Es  sei  a  durch  kein  Quadrat  theilbar,  und  ^  das  grOeite 

Semeinscbartliche  Maass  zwischen  a  und  e,  a^=i^a'y  e=:^e',  so 
ass  a*  und  e*  relat.  Primzahlen  sein  werden.  Da  nun  66  —  ae 
=  Z>ee,  so  wird  ^  in  hh  aufgehen;  alier  -O  ist  durch  kein  Quadrat 
theilbar  (da  a  keinen  quadratischen  Factor  enthält),  folglich  geht 
4^  in  6  auf,  oder  6=^6'.  Daher  kommt  &ö'h'  —  a'c=D^ii'e\afc  dn«* 
^  theilbar;  nun  ist  O  gegen  a'  prim  (weil  sonst  azn&a!  einen  qua- 
dratischen Factor  enthielte),  folglich  c  durch  ^  theilbar,  oder  — ~^  ' 


*)     Diwan  Aehnlit'lics  gilt  für  den  Fall,  in  weichem  e  gegen  c  pnin  Ut. 
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gnienz  SM^c*  (»od.  m)  ist  nur  lusbar,  wenn  SA^ond  m  cntire- 
der  relative  Primzahlen  sind,  oder  ihr  ^russtes  gemelnachafttiche» 
Maass  ^  die  Zahl  &  niisst,  und  im  letztern  falle  Ifisst  4^  ver- 
schiedene Werl  he  von  k  unter  m  zu. 

2^.     Ist  e  gegen  a  prim,  so  hat  n  nur  deo  einen  Werfb  1, 

und  es  kommt  A'=a,  B'^=^-^ — ,  C*= -"I^— .  Die  Congm- 

e  a  ^^ 

ens  ak^h  (med.  e)  ist  immer  lonbar,  und  lässt  nur  einen  Wertb 

von   k  unter  e  zu;   fiir   diesen  W'erth,   der  durch   A^  beseichnet 

werde,  ist  also  ^' = eine  ganze  Zahl.     Ferner  winl  bt- 

hauptety  dass  f'  ebenfalls  eine  gan'/e  Zahl  wird.  Denn  e«  ist 
efi'^6(mod.  a);  multinitrirt  man  diese  Congruenz  mit  ^,  and  be- 
stimmt diese  Zahl  so,  aa^s  ef^i  (nind.  a),  so  kommt  Jff=if, 
Ä'Ä'— /)=Ä«/^— Z>(mod.  «).  Da  nun  hfß -ac  =  Dee,b'^=Dee, 
(mod.  o)   fß^/^=  D  (ef)^=  D,  so  folgt  RB'^D=Q  (niod.  «) 

mithin eine  ganze  Zahl.   Dies  führt  zu  dem  ailgemeineB 

Theorem;  Wenn  e  gegen  a  prim  ist,  und  ^...(0,  i^  e) 
eine  Form  von  der  Determinante  Dee,  so  giebt  €•  ia- 
mer  Formen  F..,(A,B,  C)  von  der  Determinante  />,  wel- 
che die  Form /"  eigentlich  einschliessen,  aber  sie-sin4 
alle  der   Form   (n,  B*,   C)  eigentlich    aequivalent,  oder 

geboren  in  eine  Klasse,  indem  B*  =  -. ,  k    die    Zahl 

unter  e  ist,  welche  b  —  ak  durch  e  theilbar  macht*). 

Beispiel.  Z''.  ..(^,^,C)  =  (3,2,5),  Z>=- 11;  f.,,(a,b,€) 
=  (44,  165,  11-25),  6Ä— ÄC=— li.45^  also  e  =  45.  Da  e  gegen 
a  prim  ist,  so  hat  man  44/-^  165  (mod.  45),  A-  =  15,  folelich  A\ 
Ry  O  resp.  =44,  —11,  3.  Die  Form  (44,  —11,  3)  findet  man 
mit  F  eigentlich  ae(|nivalent,  und  es  giebt  nur  zwei  eigentliche 
Transformationen,  iiamlich  — 3,  1,  — 1,  0;  und  4-3,  —1,  +1, 
0,  daher  auch  nur  zwei  eijicentliche  Transformationen  aus  F  in  /, 
nämlich  —3,  0,  —I,  -15;  und  +3,  0,  +1,  +15. 

Die  Zahl  e  hat  die  Theilcr  1 ,  3,  5,  9,  15,  45;  nach  der 
Gaussischen  Methode  müsste  man  also  1+3  + 5-f  9-f  15Hh^=^ 
Formen  {Sl)  aus  der  Form  F  durch  die  Substitutionen  1,  0,0,45; 
3,  0,  0,  t5;  3,  1,  0,  15  etc.  herleiten,  und  jede  derselben  in  Be- 
zug auf  ihre  Acquivalenz  mit  f  untersuchen  —  eine  harte  Probe 
fiir  die  Geduld  des  Kechiiers! 

3^.    Es  sei  a  durch  Icein  Quadrat  theilbar,  und  ^  das  grOfste 

Semeinschaftliche  Maass  zwischen  a  und  e,  <i=^tt',  e-^-^ef^  ao 
ass  a'  und  e'  relat.  Primzahlen  sein  werden.  Da  nun  bb  —  ae 
=  Z>ee,  so  wird  ^  in  bh  aufgehen;  alter  ^  ist  durch  kein  Quadrat 
theilbar  (da  <i  keinen  quadratischen  Factor  enthält) ,  folglich  geht 
^  in  Äauf,  oder  b—^b\  Daher  kommt  ^b'b* ^a*i::=.D^t^e\n^c  dordi 
^  theilbar;  nun  ist  %  gegen  n'  prim  (weil  sonst  o=^a'  einen  qua- 
dratischen Factor  enthielte),  folglich  c  durch  ^  theilbar,  oder  c=^r' 

*)     Ktwa«  Aelinliirliea  gilt  für  den  Fall,  in  welchem  e  gegen  r  prim  ut. 
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schnmdet.  Eine  Visur  CM,  mittels  eines  Diopters  oder  Fern- 
rohrs, auf  den  Horizont  selbst  (winkelrecht)  projielrt^  fallt 
in  die  eigentlich  geforderte  und  richtige  Gerade  CP\  während  tim 
auf  die  geneigte  Messtischebene  projicirt  in  die  fast  inimer  vm- 
richtige  Gerade  CQ  zu  liegen  komme.  Danach  werden  im  AJ^e- 
meinen  diese  Projectionen  mit  jener  fixen  Horizontallinie  CO  an* 
gleiche  Winkel  OCP=a  und  OCQ=za'  machen,  deren  UnterscUed 


(J)  t/^a—Ja 

der  eigentlich  gesuchte  Fehler  im  Horizontalwinkel  a  ist* 

Zur  fiestimmung  desselben  legen  wir  nm  den  Scheitel  C  der 
betrachteten  WinkeFeine  Kugelfläche;  diese  werde  von  dem  Ho- 
rizonte in  dem  Kreisbof^en  Oa,  tob  der  Messtisch  ebene  im  Bogen 
OB  und  von  den  die  V  isur  CM  projicirenden  Ebenen  in  MP  und 
MQ  geschnitten.  Danach  ist  AOB=€,  OP=za,  OQ=af  und 
der  ifohenwinkel  JkfCPsslUP  sei  =L 


Zieht   man   zur  Htife   noch   den  Kreisbogen  OM,  imd 
909--OM=zk,   W^MOA=fi;   so  gibt  das  an  P  reehtwinklige 
KngeMrcfeclc   OPM 

(2)  tang  fi = sino  cot  A 

V 

und 

tango = cotk  siikfi , 
das  bei  Q  rechtwinklige  Kugeldreieck  OQM  aber 

tang  a'  =  cotJS;  sin  (i;  4-  0  • 

-    Eliminirt  man  aber  aus    den   beiden  letzten  Gleichungen  den 
Hilfsbogeu  k  durch  Theilung^   so  findet  man 

(3)  £"n!^='-^^  Od«  tang«'=?i5^2±^  taog«. 

^  '  tanga         sini;  ®  sini;  ® 

Man  wird  demnach  aus  a  und  h  nach  (2)  zunächst  den  Uilfs- 
winkel  17,  dann  hieraus  und  aas  s  nach  (3)  den  unrichtigen  Hori- 
zöntalwinkel  er'  und  endlich  nach  (1)  seinen  Fehler  Ja  beredk- 
ncNi;  wobei  man  die  Logarithmen  vortneilhaft  benutzen  kann,  weil 
i  immer  nur  sehr  klein  ist,  also  17  und  ti+b,  daher  auch  a  und 
t^,  in  der  gopiometrischen  Tafel  nicht  weit  von  einander  abstehen. 

• 

Will  man  0/  unmittelbar  durch  die  Angaben  (Daten)  e«  a»  A 
ausdrücken»  so  wird  man  aus  (2)  und  (3)  rj  eliminiren;  wonach 
man  findet 


.j\                 X         /             .           .  sinftantfA 
(4)  tang  cr^^cosc  tanga -| ;— ^^ 


cos  er 


.Diese  Gleichung  erbält  man  unmittelbar  und  einfacher,  wenn 
man  noch  den  grössten  Kreis  AB  AB'  der  Pole  K  und  L  de« 
Horizontes   und    der  Mes^tischebene    benutzt.    Denn    da    ist  Im 
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KoMldraiecke  KLM,  wie  leicht  nachweisbar,  KL=:AB—t,  MK 
=90»-.*,  MKL=A'0  +  OPz=m>  +  aund  KLM^OB-Oej 
=  90«»-«';  daher 

c©Mc«B(90»+B)=8inf  cot  (90«— A)-8in(90"+«)  cot  (90«-«'). 
folglich  wieder 

(4)  tang  a'  =  coss  fang  o  -|- tang  h. 


3. 

Suchen  wir  noch  den  unmittelbaren  Ausdruck  von  /hi,  so  fiii< 
den  wh 

tang  ^«=tang(«'-«)=^^^ . 

daher  nach  der  Substitution  ftir  tga',  wenn  wir  abkürzend 

(5>  sinetangA  —  sinrc  sin  a=u 

setzen , 

(o)  tang  <J  a  =  ,— i ; — . 

Aus  diesen  Gleichungen  ersieht  man  mit  lieiehtigkeit  in  Be 
treff  der  algebraischen  Beziehungszeichen  der  vorkommenden  Grös- 
sen Folgendes: 

1.    Wenn    die  Winkel  a  und  A   zugleich  ihre .  Vorzeichen  an-      • 
dem,    erfolgt  dasselbe  auch  bei  u,   dagegen  bleiben   die  Vorzei- 
chen von  cosa  und    ti  siria    ungeändert,    mithin   ändert  ^sich    das 
Vorseicben  des  Fehlers  Ja. 

2«  Wenn  der  Winkel  a  in  seinen  Supplementswinkel  180^ — o 
lllKp^bt|  bleiben  sina  und  u  ungeändert,  aber  cos«»  daher  auch 
A4i,  indem  ihr  Vorzeichen. 

Blan  wird  demnach  wie  gewöhnlich  den  Neigungswinkel  ff 
nur  spit2  und  positiv,  die  Winkel  o  und  k  zwar  auch  nur  spitzig, 
aber  elien  sowohl  positiv   als  negativ  voraussetzen. 


Da  die  f^elgung  c  der  Messtischplatte  nur  immer  sehr  klein 
Ist,  so  wird  man  leicht  versucht,  Ja  in  eine  nach  den  Potensen 
von  9  aufsteigende  Reihensumme  zu  entwickeln.  Thut  man 
dies,  so  findet  man,    wenn  man  den  Gehren  (d.  i.  den  Winkel, 


8' 
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dMsen    be«timnieiMler  Kreisbogen  «o  laog  wie  aem  JHalbi 

ist)   durch  rbe»eichnet,  und  zur  Abkürzung  tangA=a  setst,  su- 

nficbst 

«=ii},-.^.n«.(-^)*-j(i(y  +248ina.(f)  +I5ö«(f)  '  •' 
tang  da  =  j,aco8o —  (  r»}  ( ***+T }  ®'*"^  ^^^  ^ 


(^|)Yfl«sin««  +  sin«»—  g)  w 

+(t)T""  «^«'"•«H«*(j  -|«in«»)  -  j«in««  +^]8i 
+(f)*[«*8in«*-:«'(^-28in««)  +  |sin«4  -jsin««  f  j^J 


sina  cos« 


ocos« 


+ 

und  sofort 


(7)  da  =  f.ncosa — e  •  -=,(  a*  +  g- J  sinacos« 

+  «  (f)'  [«*(1— 2sin««)^-a»(28in««- J)—  jsin«« +24]  ^^^'^ 


acoscr 


cos« 


+  jsina*— jsina«  +  j^J 


Ich  habe  diese  Reihensumme  in  so  viel  GKedem  entwickelt» 
uro  ersichtlich  zu  machen,  welchen  namhaften  Einfliiss  auf  den 
Fehler  Aa  des  Horizontalwiokels  der  Hohenwinkel  h  der  Visor 
äussert,  und  wie  unfögsaro  diese  Glieder  gestaltet  sind/  sq  dass 
man,  selbst  wenn  man  nur  noch  das  zweite  Glied  ausrechnen 
wollte,  weit  mehr  zu  thun  hlitte  als  wenn  man  die  ganz  scharfe 
Rechnung  nach  den  Gleichungen  (2),  (3)  und  (1;  ausführen 
möchte.*) 


*)  Dieter  Fall  tritt  aurli  liei  mnnchen  anderen  Rcilienentwickefon- 
gen  und  naherongsweiten  Rechnongsformen  der  praktinchen  Geometrie 
eis.  Zaraeist  sorht  man  dabei  die  Anwendong  der  Logarithmen  oder 
goniometrlachen  Functionen  ma  umgehe»,  die(8o  wiedie  Decimalbruche), 
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sich  von  AT,  also  Dimmt  Im  Dreieck  KLM  der  Winkel  ao  £  ab, 
daher  auch  der  ihm  gleichsradige  Bogen  BQ";  folglich  wfichatder 
Bogen  OQ=za'^=a-{-Ja9  una  sonach  auch  der  Fehler ^o=OQ — OP. 


IL  Wächst  der  absolute  Betrag  des  Hohenwinkels 
A  von  0  bis  UO^,  so  nächst  in  Gleichung  (4)  auc^  jener  des 
Schlossgliedes  und  desto  mehr  ändert  sich  auch  tapga''iiiid  danit  ' 
a'=a-|-^a,  daher  auch  der  Betrag  des  Fehlers.  3a  selbst.  *— 
NachTaf.lI.  Flg.  2.  muss,  wenn  «=^1  unbeständig  bleibt,  mit  OÄwoA 
*OB,  daher  mit  K  auch  L  unverrückt  an  seiner  Stelle  bleibeo. 
Bleibt  sich  nun  auch  a=OP  gleich,  so  bleibt  auch  der  Quadrant 
PK  fest;  daher  wenn  h-=zPm  wächst,  muss  M  von  P  pach  K 
hin  sich  bewegen,  daher  wird  der  Punkt  Q  von  O  sich  entfer- 
nen, also  ÜQ=za'i-Ja  wachsen  und  sofort  auch  der  Fehler  Jm 
=:OQ — OP  sich  vergrussero.  —  Dies  bestätigt  endlich  auch  die 
Gleichung  (6) ,  wenn  man  ihr  die  Form 

coso 
tang.^a=r— |- 

slnor4-  - 

ertheilt,  weil  nach  Gleichung  (5)  mit  wachsendem  h  auch  « 
wächst,  folglich  —  abnimmt,  daher  tangier  und  Ja  sich  ver- 
grussert 

III.  Wächst  endlich  der  Horizontalwinkel  er  allein, 
und  zwar  von  — 90^  bis  -|-90^,  so  wird  für  diese  beiden  Grenz* 
werthe,  cosa^sO,  daher  nach  Gleichung  (6)  die  tangz/a  also  aueh 
^«=0.  --  Dies  erhellet  auch  aus  Taf.  IL  Fig.  2.  Denn  för  Oi>=:— QO«' 
=:OA'  wird  Oie  =  OÄ'=:— 90O  und  ftir  OP=+90^z=:OA  wird 
0$=0Ä= +00«,  daher  jedesmal  OQ— OP=/fa=0.  ^  Für 
a=:0  wird  tang  ^flr  =  i/  =  sin£tangA.  Mithin  muss  es  zwischen 
«=—900  und  '«=  +  90^  ein  Grösstes  von  Ja  geben.  Mit  der 
Aufsuchung  dieses  Grüssten  werden  (\ir  uns  fortan  beschäftigen, 
da  es  hinreicht,  nur  den  grcissten  Fehler  Ja  zu  kennen,  dem 
man  bei  einer  gewissen  Neigung ^e  der  Messtisch- oder  Kreisebene 
ausgesetzt  ist.  ^ 


7. 

Bestimmen  wir  nun,  da  mit  Ja  auch  tangz/a  zugleich  stetig 
wächst  und  abnimmt,  von  tsuigJa  das  nach  o  genommene  Diffe- 
rentialverhältniss,  und  setzen  es  gleich  Null;  so  erhalten  wir  ge- 
mäss den  Gleichungen  (6)  und  (5) 

0-        .      V  /  ö/i  .      .  ,  .       Sit   .  ^ 

-|-usino)(cosag-  —  usina)  —  ii  coso  (sioa  g- -fiti  cos  a)  =0 

oder  reducirt 
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und  nmch  der  Gleichuog  (5) 

du 

g-  =  —  (l  —  co9b)  cop«  5=  —  «inve  cos  a , 

daber 

(8)  tf^-f  usina-|-8in^£*cosa*==0. 

Diese  Gleichung  In  Verbiodnng  mit  (5)  gibt  denjenieeo  Werth 
der-Hllfssahi  u  und  des  Winkels  a,  für  oen  der  Fehler  Ja  am 
grSssten  ausQUlt.  Leichter  ist  es  aus  ihnen  u  zu  bestimmen«  in- 
dem man  sina  eliminirt,  wodurch  man  erhfilt: 


\ 


«« 


(9)  ««-Sutg^  tgA=2sin5(tg:2-***) 

und,  wena  man  zur  Abkürzung 

.    1 
»inj« 


tiettt. 


<io>  -Sä-  =  » 


2 *^«  2  **"^^ 


Das  richtige  Vorzeichen   der  Wurzel  findet  man  ans  folgen- 
der Betrachtung.    Nach  Gleichung  (5)  ist 

sinve.sino-^sinetangA  -|-  ti=09 

daher,   wenn  man  ftir  u  substituirt,   nach  einigen  emlachen  Re«^ 
ductionen 

.    c    .        ,.           €  .  3dbVl  +  8n«     ^ 
sm  jrSinacotA— cos^  + r =0. 

4cos^e 
Ffir  lime=0  erhält  man  nun  auch  limn=0  und 

I 

welche  Gleichung  aber  lediglich  bei  dem   oberen  Vorzeichen  be- 
stehen kann.    Mitbin  ist  • 
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(11)  K=—       ^     '      tang'gtany*- 

Setzt  man  zur  Vereiofachnng 

(l^)  2^ =v, 

80  >ist,    weil  €  aUo   auch  it  von  Null  ▼erschieden  vorauageeetil 
wird;  v>  1  und 

03)  u=(f;  +  l)taog|tangÄ. 

Schreibt  man  nun  diesen  Ausdruck  in  dem  aus  der  Gleichang 
(5)  folgenden  , 


,-..      .        sInftangA— II 
(14)    sing=:  ■       i  ^ , 


smvf 


so  erfolgt 


sinf— (t;-|-l)tang^ 

sina  = j .  tangA 

2  sin  -gc* 

2cos5-«*— (v  +  1) 
= : *—  .  tang  A, 

oder y  weil  i;>l>cosc   ist, 

/itf\  •  V — cos«.        , 

(15)  8ma= ; tang  n , 

^    '  smf  ** 

woraus  erhellet,   dass  h  und  a  jederzeit  entgegengesetzte  Bezie- 
hungszeichen haben. 


8. 

_  • 

Ein  anderer  Ausdruclc  fiir  sina  ergibt  sich  folgendermassen. 
Es  ist  nach  Gleichung  (14) 

sinasrcotn'tangA'A^ j- —  =cot-5£*+l  J 

\sins-€* 

=  —  j  —  cot  2  ^2  ^^*2  ~" **^S*)  * 
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daher,  wen«  man  das  letztere  ti  nach  (13)  aimdrilckt, 

— sina  — 2=^<^*2  *^^*("2"/  * 
Setit  mao  demnach 

(16)  (r-  l>taogAcot  ,j=  (t^l)— ^  =<, 

tangj 

so  ist 

t+u 


(17)  —  8in«= 


2 


Ffir  t  l&sat  sich  noch  ein  anderer  bemerkenawerther  Ausdruck 
anfatellen.    Es  ist  nach  Gleichung  (12) 

(2r— l)«=l+8««, 

daher  nach  der  Annahme  (10) 

sm  Q  «* 

p(t»— 1)  =  2    .    .^  , 


folglich 


r-l=-. 


2    «»"2* 


e  '   sinA* 


und  sofort 


2   8ina'ecos2< 


e*     sinAcosA 


oder 


2     sin  e 
Dabei  ist  das  Verhältniss 

1          0  sin  A* 
=  tangj«t+ J-- 

COS  -R«* 


I-.2 
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I  8inA(8inA-|- V  8inA*4-8c>iOa  <*)  ' 

r=  tang^  e*  + j 

cos^-e 

Ist  nun  nicht  allein  c  —  wie  immer  —  sondern  ancK  noch  k 
seht  klein,  so  ftllt  dies  Verhältniss  u:t  offenbar  so  klein  aas,- 
dass  man  ti  in  Vergleich  gegen  t  vemachlSssigeo ,  folglich  nUe- 
mngswelse 

/lox  -^    •       <      «^^1    tangA       sine 

(19)  --Sil,«  =-  2  =  rg-  •  — ^=  -S2Ä 

tangg- 


setzen  darf. 


9. 


.  Hat  man  u  und  a  zur  Hilfe  berechnet»   so  bestimmt  man  den 
gesuchten  mDglich  grOs^sten  Fehler  Ja  selbst  nach  der  Gleicbong 


(6)  UaigJa±=Y^: 


ttcosa 


Msma 


Nun  ist  u  vermöge  der  Gleichung- (5)  von  derselben  Ordnung 
der  Kleinheit  wie  Sy  folglich  usina  gewiss  noch, kleiner  und  so- 
fort der  log(l+tt8ina)  fast  immer  so  klein,  dass  er  ausser  Acht^ 
gelassen  werden  darf.  Besitzt  man  eine  logarithmisch  -  goniome- • 
trische  Tafel,  in  welcher  die  kleinsten  Winkel  von  Secunde  zu 
Secunde  vorschreiten,  so  mochte  die  Berechnung  von  Ja  wohl 
am  einfachsten  nach  Gleichung  (6)  erfolgen. 

Dividirt  man  im  zweiten  Theile  von  (0),  so  wird 

(20)  tang^a=wco8«  — ucosa.  usina -|-.... 

I  II 

=:ucoso  —  I.  usino  +  •— > 

'    wo  man  nur  buchst  selten  von  dem  berichtigenden  zweiten  Gliede 
Gebrauch  machen  wird. 

Besitzt  man  jedoch  keine  wie  oben  beschriebene  goniometri- 
sche  Tafel,  so  ist  es  besser  Ja  selbst  nach  der  Formel 

Ja  1  ] 

-p  =tangz/a— s-tg^a*  +  g-tgz^«*— 

zu  entwickeln,   wonach  man  erhalt 

(21)  Ja=  Fucosa  —  /.usina  -|- 

1  II 
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Da  wo  der  Winkel  a  zureichend  klein  ist,     kann   man    die 
Gleichung  (6)    auch    dadurch    umgestalten ,     dass    mani   cos  a  = 

l-^28inja*  setzt    Danach  ergiebt  sich 

u  +  tang  ja 

tang^a=tt— — i—ü = — .«sin«. 

**  1  +  «  sin« 

Ist  nun  das  zweite  Glied  wegen  der  Kleinheit  von  a  schon  genü- 
gend klein,  so  kann  man  es  vernachlässigen,  folglich  näheruDgs- 
weise  setzen 

-» 

(22)  taiig^a=u  =:(v  + 1)  taug^-  tangA 

und 

r 

(?3)  ^a=rt«==r(ü+l)tang|-tangA. 


10. 

Bevor  wir  in  unserer  Untersuchung  weiter  schreiten ,  betrach- 
ten wir  gewisse  ausgezeichnete  Hohenwinkel  h,  auf  die 
008  theils  die  Natur  der  Aufgabe,   theils  die  Annahme  (10)  auf* 

merksaro  macht,  nemlich  A=0,  5-  und  90^. 
I.    Für  A=±0 

wird   n  und  t?=<x>,   aber    tansA^^dbO,  daher    in    ^13)   und  (15) 
otangA  =  ±00.0.    Es  ist  jedocn  gemäss  (12)  und  (10) 


Y  sinA'  +  8sins-6*  +  s\nh 
otangA= 


2cosA 
uBdftirA  =  dbO 

=±V2'8io5-6> 

daher  nach  (13)  und  (15) 

u=±9in^£  tang2^€.V2, 


USA 

.  1 

(24)  .|„««T-s5rV2  =  T— j 


•  COS  's^V'2 


Aus  dem  LetitereD  findet  mao 


cos« 


—        ^  4/  CQgg 


C08j€ 


(26)  tong«  =  T^^; 


co82a= — tangj«'«  sib2«=T r—  ' 


cos  5-«* 


taDg2a=±-^ 


Sin  ZT«* 


Sofort  ist 


sin  5^  «* 


daher 


tang  Jn .  tang2tt  =  1 , 


und  also 


±2a±^«=±a±«'=90<>. 
Demnach  dürfte  zur  Berechnung  von  Ja  am  geeignetesten  sein 

±  sin  iia=co6  J:  2«=  —  tang  -g«" 


oder 


(26)  sin  Ja^  -f-  tang  -x  «* 


oder  in  eine  Reihe  entwickelt 


€«     .     «* 


(27)  T^«=47.+  47'3+- 

W^en  der  Kleinheit  von  6  ist  in  (24)  und  (25) 
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coBo^l,  co0e=l,  daher  8ina=:7~-5»'  tanga=dbl»    und   sofort 

liSciMt  nahe  a=:^iS^.  Wenn  demnach  A:=dbO,  folglich  dieViaur 
horixontal  ist,  S9  föllt  sowohl  für  «=— 45^  als  Hlir  a=+^%  aUo 
an  den  Halbirungslinien  der  4  horizontalen  Quadranten,  der  Feh- 
ler ^a  am  erussten  aus,  und  dieser«  ist  sehr  nahe  der^  zweiten 
Potenz  des  Neigungswinkels  der  Messtischebene  proportional. 

Dies  Ergebniss  wird  auch  von  der  Gleichung  (4)  bestätigt, 
welche  flir  A= J^O  in 

tang  (a'  =  er  -f-  ^^) = cos«  tangor 

fiberf(;eht,  und  zeigt,  dass  nicht  nur  für  a=  J:W^,  sondern  auch 
fttr  o=±0  der  Fehler  Ja  in  Null  übergehe,  und  dass  demnach 
sowohl  im  positiven  wie  auch  im  negativen  ersten' Quadranten  von 
a  ein  grosster  Fehler  Ja  statt  finde. 

Bestimmt   man  dieses   GrSsste  nach  der   letzten,    auch  aus 
eioer  leicht  zu  entwerfenden  Figur  unschwer  ableitbaren  Gleichung, 

indem  man  sie  nach  a  differenzirt  und  -k— =  0  setzt;  so  findet 
man 

1  cos  ff 


cos  «'*      cos«* 


folglich,  wenn  man  durch  die  ursprungliche  Gleichung  dividirt. 


also 


sina'  cosa'  =  sina  cosa , 


sin  2a' =  sin  2a 


und 


oder  wie  oben 


i:  2a  ±  2a' =  1800, 


±adb«'=db2a±^a=(KK». 


Sonach  ist 


-              •                            ,                     2  sin  o  ff*      2sins-ff* 
1  1  cosff  1 — cosff     2 2 

cos  a'*"~  sin  a*  ~~  cos  a*      sina* — cosa*     — cos2a     f  s\nJa 


=  — — «1 a  =  2coSö-€*» 

sma*+co8a*  2 


folglich  wie  oben 
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1  1 

'  cos2a= — tangg-c*    und  sin^lar^T^tAngx-e*. 

UfDffekehrt  findet  man  eben  so  leicht  den  NeisuBgswiokel 
ff,  bei  dem  der  Fehler  Au  eine  bestimmte  sugeetauaeoe  Graic 
Dicht  tibersteigt    Dafür  ist  nach  (26)  oder  (27) 

(28)  tangjj-f=^  VsinCf^a),    c=2VT^5rr; 

♦ 

wo  "^Au  den  absoluten  Werth  von  Aa  vorstellt. 

Bei  der  graphischen  Triangulimng  soll  dieser  Fehler  nicht 
30  Secunden  betragen.    Setzen  wir  demnach  f  2^a=:30^,  so  1^- 

den  wir   6=1022' fö^'^ll^^^.  Also  nm  l|  Grad  darf  der  iHesik 


tisch  oder  ein  Winkelmesser  gegen  den  Horizont  geneigt 
bis  der  grosste  Fehler  der  Horizontal winkel»  wenn  die  ObjeciS 
genau  im  Horizonte  liegen,  30  Secunden  beträgt.  Da  man  nun 
•inen  so  groben  Fehler  in  der  Neigung  nie  begehen  wird»  so 
dfirlte  dieses  Ersrebniss  leicht  Manchen  zu  dem  Irrthume  verleib 
ten,  überhaupt  den  Einfluss  dieser  Neigung  auf  die  Richtigkeit 
der  Messung  gering  zu  schätzen;  wir  werden  ihn  jedoch  liald 
eines  Besseren  belehren. 


11 


II.    För  Ä  =  | 


wird  vermrige  (10),  (12),  (13),  (16),  (18),  (17) 

n  =  2,  r=2,  tt=3tang2«^  <=1; 

/.oox  1+M      l    .  3  .        1   . 

(29)  — sma=  — 5-  ==  J  +  2  **"g2  *  • 

V3         1         2 

co8a=-2-(l--g-t«  — y  n« ); 

(30)  taDg^«=^  V3  («  +  g  M*  +  ^«»  + ) 

3  1         1  1  1'^         1 

=jV3(tang^f«  +  2*ang2^+   4^tang^«ef  . 


und 


,  «)     Herr  Prof.  Stampfer  findet  dafür  58*6  Minuten. 
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(31)  Ja=^  rv3(u  +  J  «•  +  J  a»  f  ....) 

=|rv3(tg^a«+5tgl,4+tgi««+.....) 

Wegen  der  Kleinheit  von  «  ist  — 9iua=H'»  also  o  sehr  nahe 

=  —  30^.    Während  also  der  Winkel  h  nur  von  0  bis  h*  aufsteigt, 

3 
nimmt  a  von  lö^  bis  30o  ab  und  der  Fehler  /1a  wird  ^  V3^2-6 

sud  so  gross. 

Umgekehrt  findet  man  zur  Fehlergrenze  Ja  die  Neigung  eaus 

I       «      2  •    8r* 

(32)  tang2  «*=  "ayä*«"«^«  o*«'  ^^^S^"^"'*^ 

Soll  z.  B.  der  möglich  grosste  Fehler  ^a=30  Seeunden  sein, 
so  findet  man  «=0^51' 26''    und   ä=|=0ö25'43". 

III.  Für  A==90<>  geben  die  Gleichungen  (2),  (3),  (4),  17=0 
und  0^=0,  also 

a  +  ^a=90o  und  ii«=9(K>— a; 

was  auch  aus  Tal.  II.  Fie.  2.  einleuchtet,  weil,  wenn  M  nach  if 
kommt,  liilfQ  nach  LKB,  also  Q  nach  B  kommen  und  OQc=za' 
^OB=909  werden  muss. 

Je  näher  demnach  h  an  90^  rOflit,  desto  näher  kommt  Ja 
an  90^— o;  woraus  man  ersieht,  wie  genau  der  Horizontalkreis 
waffrecht  gestellt  sein  muss,  wenn  die  Azimute  von  sehr  hoch 
stenenden  Gestirnen   zu  messen  sind. 


12. 

Die  m  den  Art.  7"— 9  bebandelte  verwickelte  Bestimmune  der 
Winkel  a  und  Ja  räth  zuvorderst  zu  einem  Versuche  einer  Rei - 
henentffickelung  nach  den  aufsteigenden  Potenzen  des  stets 
nor  kleinen  —  wohl  nie  einen  Grad  erreichenden  —  Neigungs- 
winkels €.  . 


*)  Ich  meide  hier  und  auch  lonst  gern  dai  Wonelseichen ,  da  man 
ja  die  Gleichong  jr«n  =  a  aacli  {gleich  also  lesen  kann :  X  iit  die  mte 
Wnriel  am  a. 
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Hierbei  ftllt  aber  soglelcb  aaf ,  da«g  bei  der  Entwickeliuig  der 

V^l-h^*  so  onterscheiden  komme,  ob  8ii*<=>i  sei,  was  oüb»* 
bar  voo  dem  Höbeowlnkel  A  abhängt,  uod  wegen  des  Ausdrackes 
(tO)  von  11  erheischt,  dass 

J:rfnA>=:<sin2C«  V8,  oder  nahe  j:A>=<(V2, 

also  ffirt^lO';        W;     dff;     40';       SO';         1<> 
dass  ±A>  =  <14'I;  28'-3;  42'-4;  66'-6;  i^W-J;  1024'-8  mL 

1.  Betrachten  wir  daher  den  ersten  Fall,  wo  die  Eot- 
wickelang  von  (1+^*)^  nach  den  Potenzen  von  n  oder  t  äst 
steigend  gemäss  dem  binomischen  Lehrsatze  ausfährbar,    folgBek 


8»*^1,  ±sinA^sin  ^f.V8 


ist.    Da  isl 


—  *+28inA«'r«     48lnA«V6*^8ini5Vr» 

1 /  1    .  1_   ,      1   \i^ 

linA«  U8Ö  +  68inA«'+BiDAV  r»+  '  "•' 


48in 


t      1    «   -.1    t»    .1      e» 
und  wenn  man  tangA=a  8etzt: 

>8 


«  =  «f+(l +4;;)l^~(6Ö'*+4i  +  8Ss) 


(32)  -8».«=  (of  2l)  T.-(^«  +  ^„+  4^.)  F. 

. /'iL     .  J8l    .    3    .     l  \  £» 

co8«_I—  ^,^  +2  +  8o»/r«'''V24  +  l'2+9Öa«  +  8o'/r« 
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«       /o»     a       i\t* 


(o»     _£_      J_         1    \  «• 
~  8  +  l'i0~32a~  S2H*/  r5 


« 


t    .  /a'     a       1  \  t* 

**"s^«  =  «r  +  Vr + 3  +  8^;  P 

,    /tff  .3h^     _£.        1  1   \  f» 

"~VJ  +   8  ■"Jip""32a''^32«»^r»'    ' 

(33)  ^«=?*  +  (|^  +  J-+87i)f« 

/4  a»  .  17a»  .  7a      J_         1    \  1^ 
~l,  5   +   24  +fiO~32a+l]S5»/r 

Die  Ar  sina  .und   z^a  erhaltenen  Reihenentwickelungen   (32) 
aod  (33)  hOren  jedoch  in  der  Nähe  der  äussersten  Werthe  0  und 

Wdes  Hohenwinkels  A  auf  anwendbar  zu  sein,  weil  dort  --=cotA, 
hier  «  =  tangA  sehr  gross  ausföllt. 

1.  Fflr  die  von  diesen  Grenzen  genügend  abstehenden  Mit 
telwerthe   des  HSben winkeis  h   kann  man   demnach  diese 
Reihenentwickelungen  geradezu  verwenden,  und  erhfilt  so 

1  £ 

(34^^  —  sinflf=  (tang  A  +  ^cotA)  j, 


(35)  ^«=€tangÄ+^^tgAH5tgA  +  ^cotÄ^j^ .^ 

.  *  •  * 

In  diesem  Falle  Ist  der  Winkel  o  nahe  =0,  folglich  tritt  der 

Srdsste  Fehler   Ja  da  ein ,    wo  die  Protection  der  Vi^ur  nahe  mit 
er  Durchschnittslinie  der  Horizontal  -   und  Messtisehebene  Ober- 
einfallt  oder  zu  einer  auf  der  Messtischplatte  ziehbaren  wagrech« 
.ten  Geraden  nahe  parallel  läuft,  also  selbst  nahe  wagrecht  ist. 

Um  die  Grosse  des  2ten  Gliedes  in  Ja  einiger  Massen  schät- 
zen zu  können,  bemerken  wir,  dass  selbes,  wenn  c=lGrad  ist, 
filr  nahe  A= 21023'    und  A=33<>35'  etwa  18ec.  betrage,  und  für 

A= 27^21'  seinen  möglichst  kleinsten  Werth.  nahe  ^  Secunde  er- 
halte, endlich  bei  gleichem  Höheiiwinkcl  der  3ten  Potenz  von  ( 
proportional  sei. 

Tbril  Xlll.  9 


/^ 


* 


I 
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I 

2.    Far  die  roOellch  kleioMteii  HSheDwiokel  k  irwr 

1 

«Ten  die  mit  den  h5<!h8ten  Potensen  von  -  =:cotA  behafteten  GOe- 

a 

der   in  (32)  und.  (33)  die  aiuigiebig«ten.    Beb&lt  man  nur  sie  bei, 
und  setzt  abkOraend— -p= -p:tangA  = -pCotA=Ä;;  00  erb&lt  ouid 

,111 

—  sin  «  =  2  ^""  J^*  +  J  ^* » 


1  £  •  ^ 

/ 

ersieht  aber  auch  ;Eugleich9    dass  diese  Reihen  zu  langsam  cos- 
▼ergiren. 

3.  Bei  den  gr«is8ten  HAhenninkeln  h  fallen  in  (32) 
und  (33)  die  mit  den  höchsten  Potenzen  von  a  =  taugA  behafte- 
ten Glieder  am  grossten  ans.    Behfilt  man  nur  sie  bei  und  setzt 

t       s  ^ 

zur    AbkOrzong    ayv=j,tangA=^^;  so  findet  man 


-sina=tangA^-p— j  j^  + j^-p5*...^=y, 

^«  =  r(^  +  g^^»-i^* ); 

ersieht  aber  auch,   dass  die  letzte  Reihe  zu  langsam  convergirt 


13. 

IL    Im  zweiten  Fall,   we 

1 

Sn^>i,   ± sinA <sin  g  ^  V2 

ist,  mOsste  man  die  V  1  +öw*  nach  den  fallenden  Potenzen  von 
91  entwickeln,  ihr  also  zuvor  die  Form  tviV^fl-f-o-^}  ertheileu. 
Setzen  wir  abkürzend 

1 sinA 

^2fiV'2-^  ^^    .    1     -"*' 
2v2.sios-6 

so  wird 

V  1  +  wi«  +  m 


r  = 


t>w 
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t|r=   1 — = .V.a.»inn*        ' 

'^  co8g-ecosA 


— sinof  = 


VS.coSoCcosA 


Für  liniA=:0  wird  rnnm==0,  also 

-«■8ina=r 1-  unda=:-— 450, 

V2.C0Srt€ 

firie  schon  in  Art  10.  gefunden  wurde. 

Die  Entwickelung  in  Reihen  kann,   wie  man  leicht  fibersieht, 
auch  hier  keinen  Vortheii  darbieten. 


\ 


14. 


^enn  der  HOhenwinkel  k  klein  ist,  kann  man  o  am 
filglichsten  nach  den  Gleichungen  (10),  (12),  (1$),  (16)  oder  (18), 
and  (17),  bestimmen»  dann  aber^a  nach  (!z2)  ooer  (^) berechnen« 

Ist    endlieb   der   Huhenwinkel    so    kliein,    dass    Bian 

•  A   • 
•üiA=:-jp,=:taiigA  setzen  darf;  so  wird,    weil  man  jedenfalls  auch 

1 
.  1  •  2*       1 

810  2  «  =  -jr  =tang  ^  « 
SU  setzen  berechtiget  ist,  nach  den  erwähnten  Gleiebungen i 

«— 2Ä' 


(36)  t= 2J5 ' 

(37)  t=  -  _^. 

(38)  «=:_j_._=-^^-^. 


•  « 


1S2 


Den  Winkel  a  wird  man  entweder  gemSM  der  Gieicbniig 


(17) 


—  8ina=: 


oder,  freil-  hier  u  io  Vergleich  gegen  ^  veroachlS^sigt  vrerden  darf, 
nach  der  Gleichuog  * 


(19) 


—  8ina=7 


berechoen.    Endlich  wird  man  Ja  nach  der*  Gleichung 

(21)  Ja-^rucosa 

bestimmen. 

In    den  Ausdrücken  (38Vnnd  (37)  wird  man    anstatt  $  und  k 
einfacher  nur  ihre  kleinsten  Proportionalzahlen  setzen. 

£ 

Bleibt  sich  das  Verhältniss  t-  gleich ,  so  bleiben  v,t  und  nahe 
auch  ft  gleich»  u  und  Ja  aber  sind  der  e^  nahe  proportionirt. 

Beispiel.    Sei  f=lo=60',  h=29,   also  ft=zj,  e:A=:  1:2; 
dann  ist 


,=,V5  +  ?  =,1.11237, 
log  ^^  =0-32477 

2logj  =3-51625,  Tin  Gr. 

logM= 0-80852 -4 
logr=  5-31443,  r  in  See. 
logcosa=9*98872 


<=V6- 2=0-44949 
«=000064 


t+tf =0-45013 

-sin«=0-22506 
—  a=13O0-'4 
Ja=:U9'''3 
=  2'9"3 


log^/a= 2-11167 

! 

Bleibt  £:A=1:2, 

so 

ist  für 

«'  =  30'  und  A'±=l« 

/'  =  «  =  0-44949 
m'-J«- 0-00016 

—  a'  =  12059 
^a'—iz/a— 32"-3. 

^  +  «'=0-44965 

4 

—sina' =0-2248-2 

m 
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Dort  wo  keine  der  angegebenen  Näherunffsrechnnngeu  hiDrei- 
chend  genau  i«t,  oder  wenn  der  Grad  der  Cvenauigkeit  einer  sol- 
chen I^Gbnnng  in  einem  bestimmten  Falle  ermittelt  werden  seil, 
wird  es  unumgänglicb  notb wendig,  die  urostfindlicbe  aber  genaue 
Berechnung  von  a  und  Jvc  nach  Art  7.-9.  Torzunebmen.  Um 
aber,  hiebei  durchgängig  die  Logarithmen  benfitzen  zu  können» 
wird  man  sich  der  Uiliswinkel  bedienen. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (10)  und  (12) 

.  1 

8ins-{ 
(39)  nV8=-^j^^V8=taDg9. 

so  i«t. 

(40)  r=^5£|+i. 

Dabei  miiss  sec<p= Vl-f  8n^  stets  positiv  ausfallen,  folglich  tp 
von  ^90^  bis  +  W  gewählt  werden. 

Entweder,  wenn  man  eine  Secantentafel  bat,  berechnet  man  « 
gans  einfach  aus  (40),  oder  man  benfitzt  die  folgende  Darstellung : 

1  -f  cos  00 


2coBip 


wonach  man  erhält 


1  , 

cos?r  qr 
^    '  cosgj[ 

Nach  dem   ersteren  Ausdrucke  ist  die  in  u  vorkommende  Summe 

l 


^,      l+Scosy      J^^^<P  +  3 
2cos<p  2cos(D 


;cos9  :2cos9 

daher,  wenn  man  den  Winkel  A  so  bestimmt,  dass 

;r=cos2it 

ist,  wonach  jedenfalls  2A==70o3r43''-6  und      . 

(42)  A=3615Öl-8 

ist,  findet  man 


. .  ■* 


1S4 

C  +  1=:S = 

•  Xi09tp 

Demgemttfls  verwandelt  sich  die  GleichuDg  (13)  in 

3  1  1  r 

(43)  .     «SS  jjj^cosa'H-jy)«»^^— äV)*«»«  jtong* 

Oder  mall  «etst  Im  ersten  Ausdrucke  von  v-^-i 


also 


5^=«"** 


(44)  tang^=3  sin  (p ; 


dann  wird 


_3«in^5HMW 
2  cos^  sin^ 


und 


<*)      •4ä^-«f'^' 


Zar  Bestimmung  von  a  benCItzt  man  entweder  die  Gleichaog 
(15)  j  wenn  man  eine  Tafel  der  Cosinus  zu  Gebote  hat^  oder  man 
umwandelt  diese  Gleichung  wie  folgt    Es  ist 

ü  — 1  +2sin5-€* 

—  sin  a  = 1 j — .  tangA 

^sin^recossr  t 


/r— 1  .   .   l    ,\  tangA  1 

=  (-2^+sin2«M-^   fangj«    ^ 

sins"«* 
=n+-^T^ — "Ntanggpf  tangA. 


Nach  (41)  ist  aber 

sin  a-  q>* 

ü-l=— ^ , 

cos  9  ' 

folglich,  wenn  man 


ns 


.  1 


(46)  8111  ^  €  :  Y  —^ —  = j—  V^2  cos  9  =  tang  o 

setzt >  wonach  o>  iuimer  positiv  und  spite  ausfällt, 
(47)  -  sin  a= ^^  tang  ^  « taug* .•) 


16. 

Um  die  Beträge  des  grossten  Vehlers  Ja  im  Horizontalwin- 
kel  a  einiger  Massen  in  i>esonderen  Fällen  beurtheilen  jeu  kflnnen, 
habe  ich  mir  die  Mühe  genommen,  folgenden  Abriss  einer  Tafel 
zu  berechnen,  in  u'elcher  zu  gewissen  Neigungswinkeln  s  des 
Messtisches^und  fiir  gewisse  Huhenwinkel  h  der  Visur  nicht  allein 

1'ener  gr5sste  Fehler  z/a,  sondern  auch  derjenige  Horizontalwin- 
:el  a,  bei  dem  er  statt  findet,  aufgeföhrt  ist.  Die  Neigungswin- 
kel i  wurden  geflissentlich  so  aussergewöhnlich  gross  gewählt, 
weil  man  daraus  für  kleinere  £  leicht  ^a  angenähert  danach  be- 
rechnen kann,  dass  wenigstens  von  ^==25  Min.  an,  bei  einerlei 
h,  die  Fehler  ^aden  Neigungswinkeln  e  nahe  proportional  sind. 
Eine  grossere  Ausdehnung  dieser  Tafel  muss  ich  jemand  über- 
lassen, dem  mehr  helfende  Hände  als  mir  zu  Gebote  stehen. 


*)  Wenn  t»  genug  klein  aatfällt,  Icann  man  mittele  der  logarlth- 
niisch - goniometrischen  Tafel,  ohne  den  Winkel  w  selbst  xn  bestimmen, 
▼on  logtangw  nnmittelbar  anf  logsino»  übergehen.  Denn  für  jede  i^wei 
Whikel  «  und  a»'  ist 

sino»     Sinai'      ,  .      .   .     ^cosa» 
(anr  o» :  tanircu'  = :  .  ==(^sin(s :  sina»*) r  , 

daher 

rosctf 


log  tangctf  —  log  tangifß'  =:  log  sincu  —  log  sin  w'  4~  log 


COSOf' 

Sind  nun  die  Winkel  cv  nnd  ot'  so  klein ,  dass  man  sehr  nahe  cos(tf=cosc'>' 
setaen  darf,  so    ist  hinreichend  genau 

log  tangai — log  tangov'  =  log  sinoi  *-  log  slno»' 

and  sofort 

log  sino»  r=  log  sinoi'  -f-  (log  tgoi  —  log  tgai')  • 

Bezeichnet  demnach  at*  den  Winkel,  dessen  logtang  die  untere  Grenze 
Ton  Ibgtangof  in  der  goniometrischen  Tafel  ist,  so  hat  man  norlogtffw' 
von  dem  i^elundenen  logtgw  abxnziehen ,  und  den  Unterschied  in  dem 
in  der  Tafel  anf  derselben  Zeile  stehenden  logsinoi'  zu  addirea,  um  ho- 
gleich  den  verlangten  log  sine»  zu  haben. 
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A118  dieser  Tafel  ersieht  man,    wie  ier  Winicel  «,    ImI 
der  grusste  Fehler  Ja  sUtt  flndet,  für  A=0^  noch  ein  wenig  Ober 

4IS9  steht,  und  wie  er  schon,  während  h  nar  auT  »  aufsteigt  mal 

30^  herabsinicty  und  bereits  tür  A=5^  nur  wenige  Grade  and  bei 
€=10'  nicht  mehr  einen  vollen  Grad  beträst.  Dagegen  siebt  man, 
dass  Ja  bei  einerlei  €,  so  wie  h,  in  arithmetischer  Progrcnsien 
auhteigt. 


setsen.    Dies  gibt 
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^^  JL 

6  ^10* 


«'<VW' 


Sei  k^:ifn — n,  » 

■ölst     /  «'<f^VXi5i. 

1 
•tao  loga'<^n4-log6)>f  log  T— m. 

Nehmen  wir  o'  und  Pin  Minuten ,  so  finden  wir 

OrnsO,  log«'<3-79Ö65— jii,  a' < 0246^7 :1(H, 

-  «=1,  loga'<412899— jii;  a'<  13458:10"-, 

-  «==3,  iogii'<4-4e232-m«  a'<28996:10". 

Ffir  eine  schärfere  Annäherung  setzen  wir   nun  oben  in 

^  flir  a  den  genährten  Werth  a^  und  erhalten 


daher 


«'•  .-1 


<«'(!— 20-)  '* 


ao' 

also  *^'<^+iÖikHFi'" 

Wenn  wir  sonach  mit  Fmultipliciren,  und  Kürze  halber  des 
NiheruDfiswerthes  af  Correction  durch  ^a'  bezeichnen,  nämlich 

^  ^     r=3437'-7 


10*+» 
seilen,  so  erfasIteB  wir 


,  \ 


Ninunt  nun  nun  fflr  k  di«  Zahlen  9  Itis  2,  so  ei|pbt  «idi  M-' 
gend«  ZuwmineDatellung ; 


II,    Soll  a   mit  bngB  bis  auf  ela«  Decimaleinhdt  der  J 
Ordnnng,  d.  i.  bis  aorriü*  dbereiDstininien,  also  | 

<r*         2  l 

tang«— «=-g-(l  +  ga«  +  ....)<-jgi 

aein;  so  kann  man  weeender  Kleinheit  von  a  für  eine  erat*  A»- 
niberang,  wenn  man  aie  obige  Bezeichnung  beibehXit, 


■etien.     Dies  gibt 


o'<V 


10*' 


also  c«=ra'<rviiji' 

f  •  ^ 

oder  .«'<i(jiV5TÖ=. 

roigli«h 

log«'  <y(«+  log3)  +  log  r-  m. 

Nimmt  man  abermals  F  und  a  in  Minuten,  so  findet  man 
Idr  n=0,  logtt'<3-69531-m,  [('<49g8':10-, 
n  =  l,  l(«ii'<4-02866— m,  </'<I0682:IO-, 
•1=32,  log«'<4MI98~M,  i>'<23Ü13:IO-. 


Dir  a  den  geoBherten  W«rlh  a';  danach  erhält  man 

folglich 

.^«■(l  +  |o'"...)-!, 

=    .  "  2    „ 
"<''-iB°' 

Molliplkirl  nao  mit  P,  and  iMieicIiast  nieder  des  Nähenings- 
-  Wertbe»  «'  Vertiesseroug  durch  Jla',  nemlich 


TÖRT 


'  Setit  man  obermab  fiir  A  die  Zahlen  9  bis  2,  so  ergiht  sich 
folgende  ZnsamnieDstellung : 


lU.    Damit   sInK  mit  tang«  bis  auf  eine  Deciroalelnheit  der 
Men  Ordnung  flbereinatimme,  atsn 

«■3  1 

tangci— sin  «=-g(l+ju» +  ...)<  jgi 

'nei;    kann    man   i^r  eine  erate  Anniherang,  indem  mau  die  ge- 
braachte  Beseichnimg  beibeb&lt,  wieder 
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Mbeiii  wie  In  L  Danach  erhfilt  man  an  den  drei  Werthen  tm  i 
aa<i  wie  in  I.  die  ubem  Grenzen  von  a".  ' 

Zu  einer  genaneren  Annäberang  erh&tt  msD  dMU  iRct 
den  beiuiDnlen  Voigang 


a  ^ff 


15 


Wird    nan  mit   F  mnltifHicirt    nod  des  NHbeniBgawcrikii  if 
Verbesaernng  durch  ^u"  beieicbnet,  nemlich  ' 


15  r       51S66' 
■  10*+»  -~  lOHi 


gevetzl,  80  erh&lt  n 


Nimmt    man   wieder   für   Ic  die  Anzahlen   9  bis  2,    SO  I 
man  Tolgcnde  Zneammenstellung; 


Die  Intcrpretaion  der  in  den  znei  Scblusaa palten  dieser  drei 
Tsrelchen  enthaltenen  Ei^ebniasje  ist  so  einfach,  dass  ich  «ie  Uet 
Kürze  halber  wobl  weglassen  darf. 


139 

Hiermit  Ut  meine  Aufgabe»  den  iDh.nlt  dieses  Werkes  in 
AasaeOffen  anzudeuten,  beendet;  sollte  diese  Darstellung  dazu  die- 
nen» dem  trefflichen  Werke  manchen  Leser  zuzuwenden,  so  würde 
ich  mich  vollkommen  belohnt  fühlen.  Die  'Erinnerung  an  den  j^e* 
BMilen  Verfasser  wird  dadurch  in  jedem  Leser  erweckt  und  rege 
•rbalteo   werden. 


H^monstration  des   formnl^   de  Hr. 
€(aas§  dans  la  Trigronometrie   spbö- 

rique. 

Par 

Monsieur  F.  Arndt, 

Ducteur  cn    Philosophie   äStrafannd.  / 


Od  saity  que  les  relations  entre  les  six  parties  d'un'  triangle 
spböriqae,  conuues  sous  le  nom  de  Celles  de  Mr.  Gauss,  ont  M^ 
d^daites  fr<^qneuiment  des  analogies  de  Neper ;  mais  celles-ci 
r^sultant  de  Celles  -  lä  .par  une  simple  division»  il  est,  ce  me 
serobie,  plus  naturel,  cTe  dömontre'r  les  forniules  de  Mr.  Gauss 
Sans  .aroir  reconrs  aux  analogies  de  Neper.  II  est  vrai  quelaues 
auteurs  ont  doiiii^  des  dt*monstrations  airectes  de  ces  formutes; 
mais  toutes  ces  dömonstrations  n'^tant  pas  assez  courtes  pour  un 
objet  81  ^lementuire,  jVi  juge  utile  de  donner  ici  la  mienne. 

Eo  d^signant  les  trois  c6t4a  du  triangle  spherique  ])ar  a,  6, 
c;  les  angles  opposi^s  resp.  par  A,  ß,  C,  la  formule  connue 
eosii=cosoco4;c-|-sin6sin'c*9o.<(ii  donne 

cosa  =  cos(6— c)  —  'JsinAsinc  sin  Z}^^' 

cosa=:cos(A-|-r)  +  2sin6sioc  cos  ^-^^  • 

Ajoutez  d'une  part  chaque  membre  de  ces  equations  k  Tunitä,  et 
le  soustrayez  d'autre  de  celle-ci,  faisant  usage  des  formnies 
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1  1 

2  CO»  5""*^  1  + cos«,  2«in5-a*  =  l  —  co»a> 


voas  aurez 


[1J....C085-  tf*  =  cofi^y  (//  — c)*  —  siofßaincßinaA*^ 

[2] sin  rt  fl*  =  ßi»  if  (fi  —  c)*  +  sin^/  sin  c  sin  x-  il*  » 

11  1 

[3] ....  cos  -^0^=2  cos  o  (^  +  ^)*  ^"  *''"^  ®'"^ ^^^  5"  ^  * 

[4] cos  7,  a*  =  sin  ^^  (6+r)*  — sin6  sine  cos  ö  -^  • 


Au  moyen  de  Töquation  cosii= — cos^cosC-f-sin^sinCcosay^M 
bien  des  equations  pr^c^dentes ,  en  changeant  les  quantit^  a,  6» 
c,  A  en  les  .supplemenU  ASO^-^A,  ISO^—B,  ISO^-C,  180<»— a,  m 
tronvera  les  qiiatre  suivantes:  -> 

[1'] sin^  ^*=cos  ^(B—C)^ — sin^sinCcos^a*» 

[2']....cos2  ^*=8in  ^(B— C)*  +  sinÄsinCcosg-a*, 

[3']  ....  sin  2  ^*  =  cos  2  ^^ + ^*  +  sinÄsin  Csin  ;j  a«, 

11  1 

[4'J  ....  co8s-^*=8in  c)iß+C)^ — sinßsinCsinö-a*. 

C*est  par  une  simple  combinaison  de  ces  huit  öquations  qa*on 
obtient  les  qiiatrc  runiinles  de  Mr.  Gauss,   savoir 

la  premiere: 

11  1.1 

cos  7j^  cos  5  (6  —  c)  =  i:Cos^a8W;j(B'\'C) 

1  1 

par  [1].  cos  j^*—  [4']co»;,a*, 

la    seconde : 
cos  2  -^sin  2  (6  —  c)= db sin  .y «sin ^(B — (T) 

par  [2].  cos  2  ^*-  [2']sin^«^ 

la  troisi^me: 
sin  ^Acos^^ib  +  c)  =±co8^acoaniB+ (J) 

par[3J.sin^  ^2_pj/]  cos^-a«. 


162 
1  1      >  1 

»in(6—c)co8^i4*=— sinn  sin  n-(-B+C)8ln3-(Ä— C), 

ce  qui  ne  s*accorde  pas  avec  Ja  formule  2).    De  m^me  sH 
prendre  le  signe  iuf^rieur  daiis  la  troisi^me  equation,  la 
catioii  de  celTe-ei  par  la  quatri^me  donnerait 

contre  la  forinule  I). 

Voila  dooc  ff^nöralemeQt  d^montrö  qu*l|  faut  praodr«  le  aiinift 
Mipikieur  danis  toqtes  lea  f|uatre  formules  de  GauM,  dte  mm 
suppose  qa'aucun  c6t^  et  qu*aucun  aogle  n*eat  plua  grJMid  que  l80^. 

Straleund  le  19.  mai  1849. 


Kin  mrort  für  die  Romersliaiiseii'selieii 

llle§§ln8trumeiite  den  Herren  Rarftass 

und  Schneitler  ffegrenQl^er« 

Von  dem 

Herrn  Dr.  August  Wiegand, 

ObfHelirer  an  der  |i«alacbt|li}  «i«  Halle. 


Ib  den  Seliriften:  ,,IlaDdbuch  der  hfthern  und  n ledern 
Messkunde  etc.''  von  Dr.  Barfuss,  Weimar  1847.  und  »»Die 
Instrumente  und  Werkzeuge  der  hohem  und  niederen 
Messkunst  etc.'*  Ton  Schneitier,  Leipzig  1848.  ^ind  auch  die 
Romershausen'schen  Messinstrumente  theilweise  einer  Benrthel- 
lung   unterworfen    worden,  und  zwar    wird   derselben    in    beiden 
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Die  Bediogung  des  ^.  M,  liefert  Dun  die  Gleichang 
worans  folgt 


Theileb  wir  nun  den  Winkel  AMB  durch  LM  in  swei  gltfahe 
Tbeile  und  unterftucben,   ob  nicht  LM  die  Normale  der  C«mi 

ist  In  diesem  Falle  mOsste  identisch  sein  tg(£jy2V)^=~s- »  Indem 
frfr  MN  parallel  OX  ziehen.    Wir  haben  aber 


Da  man  aber  die  Gleichung  hat  tff2Z(l  — tgZ*)=:2tsZ,  so 
setze   man   in   diese  Gleichung Z=  LJfJV   und  für  tgLaN  naA 

tg2X^^V  obige Werthe,  während — k-  durch  dessen  Werth  in  x, 
y«  a^  69  a'  und  b*  ersetzt  wird.     Macht  man  noch  zur  AbirOrsimg 

a  — x=A, 

b  -x=B, 

b* — x=B';  so  kommt  endlich 

aa'^bbV  \A\r^+B^+A\rÄ^-m)  J 

'  A'STA^^B^+ASTA^^tB^^' 

ehie  Gleichung,  von  deren  Indentität  man  sich  durch  Reduction 
bald  fiberzeugt.  Es  folgt  hieraus,  dass  AM  und  BM  mit  der 
Normale  gleiche  Winkel  machen ;  und  zT\ar  geht  die  Normale  mit- 
ten zwischen  A  und  B  so  hindurch,  dass  der  eine  Punkt  auf  der 
einen  und  der  andere  auf  der  andern  Seite  derselben  gelassen 
wird,  weil  2LMN=BMIS  +  AMN. 

Will  man  nun  die  Aufgabe  losen: 

Von  einem  gegebenen  Punkt  C  an  einen  gesuchten 
in  einer  Curve  gelegenen  Punkt  eine  Gerade  zu  ziehen, 
die  ein  M,M.  sei,   so  muss  man  in  die  Gleichung 
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a 

für  jf  ond  dys  die  aiw  der  Gleichung  der  Curve  gezogeneo  Werthe 
«obMititiiirea  and  die  Gleichung  in  Beziehung  auf  x  auflösen.  Oder 
kami  man,  auf  Polarcoordinaten  flbergehend,  statt  der  Gleichung 

eine  andere  aufstellen. 

^  Es  sei  (Taf.  II.  Fig.  4.)  die  Curve  LM,  der  gegebene  Punkt 

A»OB  die  Axe,  RM  der  Radius  -  Vector  r,  Winkel  MRB=w, 
AN  die  Normale,  so  dass  M  den  gesuchten  Punkt  darstellt, 
so  ist  bekanntlich 

,          Sr 
tgtp 

tg  ANB = tg  (w — NMR) = T    5 

•  vT 

l  +  tgfT.— 

demnach  ist  die  Gleichung  der  Normale,  die  durch  den  Punkt  A 
geht: 

dr 
igw 

3f' — 6= g-  (j:'— a),   wo  x"  und   y'   die  Coordinaten   der 

Normale. 

Mau  hat  aber  f&r  M  y'szrainw  und  jr'=rco8w,  folglich 

Igw 

«  O  am 

1)  r  sin  117 — 6  = ^(rcosto — c), 

1  +  Xgw^ 

welche  noch  mit  der  Gleichung  der  Curve  zu  verbinden  ist, 
um  r  und  w  zu  bestimmen. 

Will  man  aber  von  zwei  Punkten  an  einen  in  einer  Cnrve  gesuch- 
ten Ponkt  zwei  Linien  ziehen,  deren  Summe  ein  M.M,  sei,    so  ist 

igi^MNB)  (Tf^fAlFig.  4)=tg(2iilf^)(TatU.Fig.  3.). 
._  (fe  -y)  (g'-^) + (f»'-9)  (fl-x) 

'      (o  -x){af  -~x)  -  (ft-y)  (6'-y) ' 


tgir 

^JSimmAigMNB=s ^. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung 

\%1MNB(\^t%^MNB)=2i%MNB,  so  hat  man 
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dr 


wo  nar  ooch  x  durch  rcosto  und  jf  durch  rainfo  wm  erseteoi  lift. 
Zur  AuweeduDg  des  Ol^igen  gehen  wir  auf  einige  specielle  Aat 
gaben  Ober. 

Aufgabe  !• 
VoneiDeni  gegebenenPunkte  soll  in  eisen  nochg'e- 
suchten  Punict  eines  Kegelschnittes    eine  Gerade  ge- 
sogen werden»  die  ein  M.M.  ist 

Auflösung. 
Die    allgemeine    Gleichung  fiir    diese   Art    von  Canr«B   M 

■^ woraus 


r+ 


€  cos  10 


Q p^sinw  . 

dr        ^sinto 


r      I+ccostö' 


Hieraus  ergibt  sich 
tgw— - 


_-  =    *"^    ,   und  dadurch  wird  nach  1) 

l+tgw—       ^ 


sinto 


psinto — Ä(l  +  ccosir)  =  -q— ~[pcostr--'a(l+ecosfo)]. 

Die  weiteren  Entwicklungen  und  Reduetionen  liefern 
3)  I»«  sin  to  4-  (l-H  <io«  w)  [a  sin  to — 6  (e + cos  •©)]  =0. 

Hat  man  einen  Wcrth   w'  gefunden,    der   dieser  Gleichung 
beinahe  genfigt »  so  ist  der  Correctionswerth 

p  asinto^  4-  (i +c  costoQ  [a  sin  «/ — 6  (e  -f  cosuQ] 

"p  ecostc'+ (1 +ccosw0[acostr'+6sinto'] — e6into'[asintr' — 6(e-|-co8toO] 

Geht  man  aber  auf  ein  anderes  Coordinatensystem  ober,  so  dass 
die  Axe  durch  den  Punkt  A  selbst  geht,  so  wird  das  neue  ff 

gleich  Null  und  jenes  a  geht  über  in  «'=  Va«  +  6«-    Die  Winkel 
aber  werden  von  RA  angezählt.     Setzt  man  nun  ARlU=sv  und 

ARB  =  v\  so  ist  tc=t>  +  c'  und  tgr'=—»  während  ist 


l+ccos(t>+rO 
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Hitmir  «rird 

Gleicliung  1)  gibt  somit 

'^         l+eco8(c  +  ©')+«^v8iD(r+»')'^  V    ■     /j' 

welclies  nach  allen  Reductionen  gibt 

4)  ^8ln  (r  +  rO + («in  r — •  8in  vO[l  + 1 C08  (© + »0]  =0. 

Ist  v^  ^B  Werth,  der  dieser  Gleichcing  beinahe  geofigt,  «e 
hat  man  den  Correctionawerth 

^  8iii(ü^+eO  +  («"n»*'— «aine')[l  +  «co8(r'^+i>0] 
^co8(e*^+i>Ö+«o8p*[l+«;o8(r^+»')]--«8^ö(ü''+üO(8in»''--«8lu©0 


Ist  der  gegebene  Punkt  nicht  sehr  weit  von  der  Curve  ent- 
fernt, 80  kann  matt  ßlr  einen  ersten  Näherungswerth  8ino=o  und 
co8e=l  setsen»  weil  o  fclelta  Ist,  und  es  entwickelt  sich  dann  aus  4) 


rsint^'f  l+«cose'— ^,J 


#u:osü'A+^)+ c;fe^8inti' 


Für  einen  Punkt,  der  in  der  grosseii  Axe  der  Gurve  selbst 
liegt,  hat  man  6=0  und  v'^rO  und  es  ergibt  sich  sowohl  aus  3) 
als  auch  ans  4) 

sin  yo  (pe  4-  a  -|-  aecos  to) =0. 

Diess  liefert  die  vier  Werth3 

«0=0, 
«^1800, 

t>      1 
costp=ä  — V ,  und  wenn  der  Werth  «o'  der  letztem  Gleichung 

a     e 

entspricht, 

ff^=s360'*-'W'* 


Ist  £  -I-  -  grosser  als  -f  1  oder  —  1,  so  gibt  es  nur  awei  MM^ 
Punkte. 
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Uro  zu  entscheiden ,  wie  viele  M.M,  im  Allgemeinen 

exutiren,  gehe  mali    zur  Bedingung  (a— x^-f  (^**y)d9'=0  n- 
rflck  and  verbinde  sie  zunächst  mit  der  Gleichung  für  die  KIBvfS 

und  Hyperbel  jf^=B*i:     ^^   >  so  wird  man  entwickeln 


ar4_ 


2i4«a 


wodurch  hOchstenr  vier  Werthe  angezeigt  werden.  FOr  die  Para- 
bel aber  ergibt  sich  bei  BenOtznng  ihrer  Gleichung  y*^2pjr, 

wo  a'  die  vom  Scheitel  an  gerechnete  Abscisse  des  Ponktos  A 
ist. 

Will  man   aber  die  Gleichung  3)  in  Anwendung  bringen,   so 
rouss  man  e=l  setzen  und  hat 

|i8info-|-(l  -|-cosic)[asinto  —  6(1  -f  cosflo)]=0» 

welches  nach  gehöriger  Entwicklung  gibt 

cos2«,L*g2U,»+tg2T(^--^J--J=0, 

welches  zuerst  gibt  ^  fr=90«undl  w=270o.  Beide  Werthe.  lie- 
fern tr=180^,  wodurch  ein  unendlich  entfernter,  folglich  gar  kein 
Punkt  angezeigt  wird.    Die  andere  Gleichung 


*|-+.«ii^H)_|=o  • 


V    /      P 
kann  höchstens  drei  Wertbe  lierern,  so  wie  es  auch  mit 

der   Fall  ist.    Demnach  bietet  die  Parabel  höchstens  drei  ilf.Jf. 
Punkte  dar. 

Für  die  Grenze,  wo  beide  Gleichungen  anfangen,  zwei  imaginire 
Werthe  zu  liefern,    hat  man   vermöge  der  Cardanischen   ronnel 

V^p — ( — X^)  ~®*  wenn  man  bedenkt,  dass  fl+a'  =  5|>. 

Aufgabe  2. 

Von  zwei  belieh  ig  gelegenen  Punk  tenaneinejn  gesuchten 

in  der  Peripherie  eines  Kreises  liegenden  Punkt  zwei 

Gerade  zu  ziehen,  deren  Summe  ein  M.M.  sei. 


6'=±6 
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1 — r 


Haben  die  beiden  GrGeeen  a'^r  und  a-^r  das  gleiche  Zi^ 
eben»  d.  h.  liegen  A  und  B  innerhalb  oder  beide  aoMerlM  " 
Kreises,  so  b^  unter  der  Voraussetzung,  dass  b  positiF  I 
negative  Zeichen  in  nehmen,  well  h'  negativ  sein  nrnstf» 
durch  wird  wirklich  5)  befriedigt 

Haben  hingegen  a' — r  und  a^-r  verschiedene  Zeichen^  W( 
der  Fall  ist,  wenn  der  eine  Punkt  innerhalb,  und  der  4 
ausserhalb  des  Kreises  liegt  und  der  den  M.M.  Punkt  trelhade 
Halbmesser  selbst  (nicht  dessen  rCckwfirts  gehende  Verliiigera^g) 
zwischen  A  und  B  hindurchgeht,  so  ist  das  positive  ZcdcMi  wt 
nehmen,  damit  b*  negativ  wird. 

Auch  diese  Bedingung   befriedigt,  die   Gleichung  6).     Denn 

of — r 
setzt  man  b*=^b    ^   »  so  gibt  5) 


cf^n 


Der  Nenner  im  letztem  Posten  stellt  noch  immer  die  ahsolnte 
GrOsse  BD  dar  und  damit  sie  wirklich  positiv  werde,   hat 
die  negative  Wurzel  zu  nehmen.    Dann  hat  man  aber 


V^(c— r)»+6»       V(ci— r)«  +  6« 


=0. 


Wenn   demnach  beide  Punkte  in   oder   beide  ausserhalb  des 
Kreises  liegen,  so  steht  die  einzige  Bedingung  fest 


./ 


•)     ^ + ^,=»- 


Liegt  hingegen  der  eine  Punkt  in  dem  Kreise,  der  andere  ans- 
serhalb  desselben,  so  hat  man  ausser  der  obigen  auch*  noch  M- 
gende  Bedingung  zu  untersuchen: 


')  J^,H  ^=.. 


Um  nun  den  M.IU,  Punkt  in  der  Peripherie  des  Kreises  wirk- 
lich zu  bestimmen,  gehen  wir  wirklich  vom  ursprOnglichen  Coordina- 
ten -System  mit  der  Abscissen  -  Axe  CX  zu  einem  andern  Aber, 
dessen  AbsciSse  CX'  durch  den  gesuchten  Punkt  D  gebt.  SeUen 
wir  den  Wmkel  XfCX^^w.  so  wie  die  secnndären  Abscissen  des 
Puskte«  A  gleich  «,  ß  und  des  Punktes  B  gleich  o'.  Q\  so  hat 
man  lUr  diesen  Uebergang  bekanntlich 
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er  =  6  sio  10 -|- a  COS  «e , 
/3 =6  costo — a  sin  fo ; 

ß^=zl/codw — a'siotr. 
Die  Bedingung  ^  +  -;—  7=  0  liefert  aber  die  Gleichung 


aelofDce«fD(«a'— 6*0  +  (sin w*-  coate^K«*'  +  *«0l  _^ 
•frco8io(6f 60— r6in'tr(a4-iiO  *   ^    ' 

oder  a«ch 

8)  »In  2w  (aa''-6b')-^cos  ^w(ab'  +  baf)  )       • 

Die  Bedingung  — ^ ;^-=0  aber  gibt 

r  »in  10  (o'  —  o)  —  r  coa  w  (b'— b)  —  {baf — al/) = 0. 
Bringt  man  diese  Gleichung  unter  die  Form 

sinto— »cosiol  ■> J  =  'T7-7 — r  und  setat 


-7 —  =tgfA,  SO  hat  man  hieraus 


baf  —  ab' 
9)  sin(fo— fi)  =  ^:^57i7^co8fi. 

Diese  Gleichung  gibt  zwei  Werthe  fSr  w.  Denn  wieqn  der  eine 
«r*  ist»  so  Ist  der  anderen — to'-f^fi.  Die  beiden  hiedurcb  angezeigten 
Punkte  sind  aber  nichts  anders,  als  die  Durchschnittspunkte 
der  die  Punkte  A  und  B  verbindenden  Geraden  mit  dem  Kreise. 
Denn  substituire  ich  in  die  Gleichung 

rslnio(a'— a)— r*costo(Ä'— 6)— (6a' — ii60=0 

jf  statt  rsinto  und  jr  statt  rcosio,  sp  geht  sie  über  in 

y(a'-a)-;r(6'-6)— (6a'— ci6')=0, 

welches  nichts  anders  Ist,  als  die  Gleichung  filr  die  Linie,  die 
durch  die  Punkte  (er,  6)  und  (a',60  hindurchgeht.  UebHgens  fragt 
sichs  noch,  ob  beide  Punkte  Jli»Jn.  Punkte  sind. 

Es  iässi  sich  schon  a  priori  einsehen,  dass  nur  Ein  Maximum 
und  Ein  Minimum  ezistiren  kanq.  Dennoch  ist  es  interessant  sü 
wissen,  wie  viele  Werthe  IQr  to  die  Gleichung  8)  liefert  Zu  die- 
tmm  Zwecke  setzen  wir  In  derber  Gleichung,  8)  anmittelbar  vor- 
Migehenden 
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sintoiB^  and  co8to=  —  $  welclies  eibt 
r  r  ® 

Ver^iindet  man  diese  Gleichung  mit  der  des 


und  elimiDirt  eine  der  Unbekannten,  um  die  andere  so  bcstii 

so  wird  manhiedurcb  auf  eine  Gleichung  des  vierten  Grade«  gefIMi 

wodurch  im  Allgemeinen  vier, Punkte  nentimmt  werden. 

Cm  die  Bedeutung  der  beiden  andern  nicht  au  den  MJL 
Punkten  gehörigen  Punkte  zu  erfahren,  bedenken  wir,  dua  ei^ 
noch  zwei  Lagen  des  Radius,  wie  z.  B.  CE  ßibt,  in  denen  AE  oad 
Eß  mit  demselben  zwei  gleiche  Winkel  AEC  und  BEF  maehca. 
Nimmt  man  hier  CF  als  Abscissenaze  an,  so  liegen  beide  Pqakte 
A  und  B  auf  Einer  Seite  dieser  Axe  und  man  hat  als  Bediogmig 
filr  die  Gleichheit  der  Winkel 

oder \- /=0. 


r — a       af^-'T         r — a   ■   r  —  a 

Oa  sich  diese  Bedingung  von  6)  in  Nichts  untersch^det,  so  ist 
klar,  Hie  bei  der  angegebenen  Coordinaten- Verwandlung  auch  hier 
die  ^Gleichung  8)  zum  Vorschein  kommen  muss.  Demnach  liefert 
8)  ausser  den  beiden  jf.^.  Punkten  auch  noch  zwei  andere  "Paakte 
mit  der  Eigenschaft,  dass  die  von  A  und  B  an  sie  geiogeneo 
Geraden  mit  dem  betreffenden  Radius  gleiche  Winkel  machai«  lo 
der  That  befriedigt  auch  obige  Bedingung 

a  —  r 

a* r 

wo      jj     eine  negative  Grosse  ist,  die  Gleichung  5)  nicht    Denn 

diese  gibt  die  Grosse 


{^) 


Allein  aus  dem  angegebenen  Grunde  muss  die  Wurzel  des  zwei- 
ten Postens  negativ  genommen  werden,  und  dann  hat  man  eine 
Grosse,  die  nicht  =0  ist,  nemlich 

26 


V(a-r)«+6«' 

Wollten  wir  nun  unsere  Jf.ilf.  Punkte  auf  algebraischem  Weg« 
erhalten,  so  konnte  diess  nur  durch  Auflösung  einer  Gleichung  des 
vierten  Grades  geschehen,  indem  man  dazu  obige  zwei  Gleichun- 
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\n  X  ond  y  benffzte.  Besser  ist  es »  8)  nSherangsweise  auf- 
-solSse^.  ~  Ist  v/  ein^Werth,  der  dieselbe  beinahe  befriedigt,  so 
tot  ein  Nähemogswerth 

Die  Gleichung  8)  und  deren  Näherungswerth  lassen  sich  vereio- 
fachen,  wenn  man  zu  einem  neuen  Coordinatenaystem  übergeht, 
auf  solche  Weise,  dass  die  neue  Abscissenaze  den  Winkel  aCB 
balbirt.    Denn  gesetzt,   es  sei,  für  unsern  jetzigen  Zweck,  CX" 

diese  Abscissenaxe,  so  ist  X''CX=z^^(ACX  +  BCX),  folglich 

^   .        ba'  +  ab' 

wenn  man  JC^CJf=:9  setzt. 

Setzt  man  nun  die  neuen  Coordinaten  gleich  A,B  und  A',B'\  ^ 
so  ist 

i^ = 6  cose— a  sin  9 ; 

/4'=:  Ä' sin  r  +  ii' cos  r , 

B*z:zb'  cos  ü  —  o'  sin  v. 

Nun  ist  AB-{-BA=-Qj  und  so  bekommen  wir  statt  8)   und 
deren  Nähemogswerth 

10)     .2sinirU^<-ÄÄ')  +  r{Ä  +  J5')-rtgw(^+4')=0  und 

._  ,^  ^'s\nw'{AA''BB')'\-T(B-\-B'y^\%w\A-\-A') 

il-.co8fP'  .  ^^^  ^  ^0- 2cos  w'^iAA—  BB)  ' 

wo  aber  w  von  der  Axe  CX"  an  zu  rechnen  ist.  ' 

Ausser  der  Vereinfachung  bietet  die  Gleichung  10)  noch  einen 
andern  sehr  bedeutenden  Vortbeil  dar.  Sind  neiulich  die  beiden 
Punkte  A  und  B  so  ziemlich  gleich  oder  auch  nur  sehr  weit  vom^ 
Kreise  entfernt,  oder  ist  der  Winkel  ^Ciß  ziemlich  klein,  so^vird 
■  der  das  M,M,  treffende  Radius  auch  beinahe  den  Winkel  ACB 
in  swei  gleiche  Theile  theilen  und  fflr  eine  erste  Annäherung  kann 
man  dano  setzen 

sii|io'=tgto^=fo',  welches  gibt 

"^ — K^+i^O  -^aa'tBB^  ' 

Ist  auf  solche  Weise  der  Winkel  w  bestimmt;  so  wird  man  haben 


AD=:  VaHb^  +r«  -  2(a  cos  to  +  ft  sin  u>). 


Bp=  V^a'»  +  6'«+r*  -  2  (a'  cos  w  +  A'sin  w)- 
Tbeil  \IiI.  1'^ 
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Schließlich  bemerken  wir  noch ,  daes  sich  auf  die  Glelehn| 


eine  Methode  gründen  liesse,  vorliegende  Aufgabe  durch 
tion«  Termittelst  eines  Keselscbnittes«  aufsul5aen. 

An  dies^  Aufgabe  scnliesat  sich  von  selbst  die  folgeode  an: 

Aufgabe  3. 

In  einem  Dreieck  einen  Punkt  zu  bestimmen»  tob  dea 
aus  drei   Gerade  in    die  Spitzen   desselben    gesefea,' 

ein  Minimum  seien. 

m 

Auflösung. 
Essei  (Taf.  II.  Fig.  6.)  das  Dreieck  ABC  und  der  gesochto  Ptakt 
D,  so  wird  AD-[-DB^DC  fragl.  Minimum  sein.     Der  PonkC  D 
wird  bestimmt  sein,  wenn  ich  auch  nur  zwei  der  lotsten  AtA  Li- 
nien kenne.    Ich  setze 

AD=a:i    BD=^l    CD—z; 

so  %vie  die  Seiten  des  Dreiecks 

BC=a,    AC^b,  AB^c, 

Soll  x-^^  fOr  einen  beliebigen,  aber  bestimmten  Wcrth 
Ton  Zy  ein  Minimum  sein,  so  kann  man  sich  mit  z  om  C  einen 
Kreisbogen  gezogen  denken ,  und  dann  muss,  wie  diese  schon  ol>en 
bewiesen  worden,-^  ADC=^BDC  sein.  Gleicherweise  ist 
^Ai}ß=^BDO,  wenn  x  +  z  bei  beliebigem  Werth  von  y  ein 
Minimum  sein  soll.     Hieraus  ist  klar,  dass  * 

ADC=ADB=BDC=\2(P,  wenn  .r+y+z  ein  Min. 
Man  hat  daher 

f/*  +  2*  —  2^2  co8  l'20^=a*  oder 

^  ^)    y*  +  2*  +  y*  =  fl*  >  und  ebenso 

12)  A2  +  2*+ar2=6«, 

13)  :r«fy2f  ary=c« 

Die  Summe  dieser  drei  Gleichungen  liefert 

14)  ^*+y»f2«+jJ(:ry+j:2+yi)  =  |(«a+6«  +  c«). 

Nun  ist  der  Inhalt   des  Dreiecks  ADB=:}xyBinl2V>  oder 

A  ADB— j-^'     Gleicherweise  ist 
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JADC=^^  und 
Die  Samme  aber  gibt  den  Flächeninhalt  i  des  ganseo  Dreiecks,  d.b. 

VI;  ,    . 

-j- (xy+asc  +  y2)=t,  woraus 
3, 

iuMire  ich  diess  su  14)  und  ziehe  die  Wurzel  ans»  so  kommt 

x^g+x=y  ^a^+bHc^  f2V3.i  welches  ich  =q  setze. 
Ziehe' ich  11)  von  12)  ab,  so  habe  ich 

x—y=^ 9  welches  gibt: 

N  * 

«•-l-jf* — ^2:ry=  f  — ; J  ,  und  diess  von  13)  abgezogen : 


-    ^ 


Wird  diese  Gleichung  aufs  Neue  mit  x — 3f= _  verbunden^ 

so  entwickelt  sich 

SO  wie  durch 'Bucbstlabenverwechslung 


12* 
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Die  Wurzelzeichen  ergaben  sich  durch  folgende  Betrfidbtoig. 
Gesetzt,  e«  sei  a  die  grosste  Seitß  des  Dreiecks ,  6  die  mitticra^ 
c  die  kleinste,  so  kann  die  Wurzel  in  15),  da  vrir  nur  posHife 
Werthe  fiir  o?,  ^'uod  z  annehmen  dOrfen,  nur  posifiv  seio.  Db 
Wurzeln  in  15)  und  18)  sind  an  sich  gleich;  allein  sie  mfliitl 
auch   noch   gleiche  Vorzeichen,   d.  h.  das  positive»  habeo»  weH 

man  sonst  nicht  hStte  x — v= *  ^vie  sein'muss.    Djwmm 

kann  auch  in  Beziehung  auf  die  übrigen  Wurzeln  g^'olsprt  werde« 
aus  der  Verbindung  von  16)  mit  19)  und  von  17)  mit  w). 

Von^lnteresse  ist  auch' die  Beantwortung  der  Fraro,  ob  es 
nicht  Falle  geb^e,  wo  kein  Minimum  möglich  sei?  Diese  ÜnmSglleh- 
keit  ergibt  sich  fiir  imaginäre  Werthe  von  x  oder  y  oder  z  oder 
auch  von  t/.  Die  Grossen  unter  den  Wurzelzeichen  kennen  aicM 
negativ  werden,  bevor  sie  durch  Null  gehen.  Es  wird  also  z.  B. 
X  erst  anfangen  imaginär  zu  werden,  weiin  schon  vorher  gewor* 
den  ist  .    •        " 

Es  ist  aber  klar,   dass  nicht  der  eine  Werth  15)  von  x  imsKinir 
sein  kann,  wenn  es  nicht  gleichzeitig  der  andere  16)  auch  ist.  Es 

— ^ )  =0.     Somit   ist    auch    die 

Wurzel  in  18) =0^  folglich  auch  in  17)  nemlich 


V )  ='■ 


Und  so  sind  gleichzeitig  alle  Wurzeln  in  15)  — 20)  der  Null  gleich. 
Addirt  man  alle  Gleichungen  15)  — 20),  so  hat  man 

2(a:+y+2)=2y=:0. 

Setzen  wir  nun  in  r/  den  Inhalt  t  gleich  der  bekannten  Formel, 
so  haben  wir 

a«  +  6«  +  c«  +  V^ä  \r(a+ö+c)(a+ö-'c)(a-b+c){''a+Hc)=z  0. 

Setzen  wir  die  W^irzelgrusse  auf  die  andere  Seite  des  Gleichheits* 
Zeichens,  quadriren  und  reduciren,  so  werden  wir  auf  die  Gleichung 
geführt 

a*  f  6*+  r4  —  a2^«  —  a«c2  — 62^2=0. 

Losen  wir  die^e  Gleichung  nach  einander  in  Beziehung  auf  a', 
(i^  und  c^  auf,  so  kommt: 
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«reiche  titeichuagen  nicht  existireii  kunnen,  wenn  nicht  ist 

6«-c*=0,  a*— c*=0,  6«— a?=0;  woraus  folgt 

a=6=c=0  und  ebenso' a:=jy=: 2=0. 

.Somit  hat  sich  alles  auf  den  Punkt  zuriickgezo^en,  -woraus, 
folgt,  dass  im  Alfeemeinen  »o  lauge  ein  IMinimum  existireo  wird, 
so  lanffe  a,  b  und  c  noch  Werthe  haben,  d.h.  also  fOr  jedes 
Dreieck.  Dennoch  gibt  es  einen  Fall,  wo  insofern  kein  Min. 
statt  findet,  als  man  keine  negativen  Werthe  fiSr  j:,  y  und  z  su- 
lisst.  Bevor  iedoch  einer  dieser  Werthe  negativ  wird,  muss  er 
durch  Null  gehen,  und  nehmen  wir  diess  in  Beziehung  auf  x  an, 
90  haben  wir 

cV=(Ä*— «*)*• 
Ersehen  wir  q  und  t  durch  deren' Werthe,  so  kommt 

2(6«-a«)«=c«[a*+6*+c2 + V¥V  •2a«6*-»  +  2a«c«+26«c«— a*— 6*— c^f 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt  durch  den  Werth 

'  a*=6*+c*  +  6r,  und  vergleichen  wir  diess  mit 
a«=6«+c*  — 26c.cosÄi4C,  so  ist 

cos  BA  C=  —  \vLn&BA  C=l  2(P. 

m 

In  der  That,  nimmt  man  an,  dass  die  Dreiecksspitz'e  A  auf  AD 
mehr  |and  mehr  zurückweicht ,  so  bilden  ar,  y  und  z  doch  stets 
susamroen  das  Minimum,  bis  in  D  das  Dreieck  ABC  mit  DBC 
tQsatnmenflllit.  Weicht  A  auf  der.  Verlängerung  von  AD  nocb^ 
weiter  zarück,  so  wird  x  negativ  und  j^  BAC  >  120^.^ 
Oanuis  folgt,  dass  för  Dreiecke,  die  einen  erussecen  Winkel  als 
120^  haben,  kein  Min.  statt  findet,  in  so  fern  negative  Werthe 
von  x;  y  und  z  ausgeschlossen  sind. 
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Se  dtefte  Verhfiltnisse  -7-'  ~rir'""':i  haben  demnach  eine  |con> 
ianto  Grö««e,  die  wir  gleich  c  setzen ,  und  dann  haben  wir 

tasaelbe  eenstante  VerhSitsiss  lässt  sich  fSr  alle  homologen  Li- 
i«n  nachweisen,  z.  B.  auch  fSr  die  oben  benlhrten  Senkrechten 
•d  die  durch  dieselben  von  homologen  Axen  abgeschnitten^ 
Ufcke.  . 

C.  Da  Uch  nun  jede  Curve-  als  ein  Polvj^  oder  ab.  eine 
ribroehene  Unie  von  unendlich  vielen  unendlich  kleinen  Seiten 
Blnicbten '  iSsst,  so  gilt  alles  oben  Gesagte  auch  von  fimlichen 
BTve«.  IMe  Corven  aber  sind  In  der  Reoel  dnrch  Gleichungen 
sgebeDyUnd  so  lässt  sich  demnach  die  Frage  stellen:  Welche 
•<linffii|igen  mfiseen  erfüllt  sein,  damit  swei  Curven 
hpüen  sind? 

Nehneii  wir  swei  beliebige  ähnliche  Curvea  an,  legen  ihreCoordi* 
iten^Lxen  homolog,  und  stellen  wir  die  Coordinaten- der  erstem 
ireh  Xi  jf,  die  der  letztem  durch  afy  y',  vor,  so  haben  wir ,  wenn 
ir  ons  in  diesen  Curven  zwei  homologe  durch  (;r,  y)  und  (af',  jO 
gelieiie  Funkte  denken: 


z^c  und  eben  so  ~=c. 


i-.         •    '  ^' 


Ist,  demnach   die  Gieictiung   der  einen   Curve   y=/'(ar),    der 
idern  y=9(^;  so  ist 

les«  ist  die  Bedingung  der  Aehnlichkeii,  und  man  sieht»  dass 


1»5 

Da  dieVerblltiiiMzahl  c  nnbestimnit  ist,  so  kann  man  dieses  c 
▼ermittelst  elaer  der  erhaltleneD  Gleichungen  eliminiren,  wodurch 
sieb  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichiuigen  auf  eine  weniger  re* 
dndrt;  Dennoch  ist  es  leicht ,  c  zu  bestimmen  und  dann  wird  c 
den  linearen  und.  c2  den  Quadratisch  vergrr»sserten  Zustand  der 
durch  die  Gleichung  z wiscneu  a/  und  y  dargestellteu  Curve  he- ' 
zelclinen. 

1.  Beispiel. 
Man  hahe  die  Gleichungen 

1)    ff^+oa^  +  bx^^zlÜ  und 

2)    f^+  Ax''{-Bx^=0,  so  ist«  y=e^  und  x*^=lcx  setzend, 
c*y*  +  ^ca:  +  J5c*j:*=0,  und  mit  c*  dividirend: 

A  A 

3f*  +  -^a?+Är*=0.    Die  Vergleichung  mit  1)  giht  «=-t-' 

A      ^ 

woraus  c=—  und  • 

a 

b'=:B  als  die  einzige  stattfindende  Bedingung. 

2.  Beispiel. 
Man  hahe 

-1)     y=aV6  +  ^a:*, 
2)  g'zziA^ B+Ex^  so  ist,  wenn  y'=cy  und  x'=ca: 

ß letzt  wird,  so  wie  die  vor  dem  Wurzelzeichen  stehenden  Coef- 
enten  anter  dasselbe  gebracht  werden : 


^  +A*Ex*;  woraus 


ji%  D  Aa  T'S 

[•6=-^,    welches  gibt  c=-y  y  5  und 


a 


•    3.  Beispiel. 

1)  y:=asin&r-|-ecos/^    und 

2)  y  =  il  sInÄr' +  JBcosFj:'  geben 
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gss—ahkBcx-i — cobFcx  und 

•=  — ,    welches   gibt    c='r  » 

6=Jfc, 

E 

«  =  — » 
c 


• 


r 


fszFc. 
Di«  Eliminationen  aber  Itefera:  . 

6=  —  . 
aE 


I 


4.  Beispiel. 

1)  y = a  V^6  +  e  cos*/2r » 

2)  f/'=A  V  Ä+£;co8*Far'  liefern 


^=   V  fl*^  +  a*e  co8*/j:, 


=.v^ 


j— -f      .    cos  Fex;    folglich 


«•ft  =  -^»woraus  c  =  -  \  -g- 


i»e=-^  oder  2^  =  5» 


-^V? 


f:sz  Fe  oder  /•; 

D.  Hat  man  aber  Polarcoordinaten ,  so  nehme  man  dieAkoi 
mit  bomoloeer  Lage  und  als  Anfangspunkt  homologe  Punkte.  Bei 
gleichen  Winkeln  v,  die  nach  den  homologi^n  Seiten  der  Azea 
gezählt  werden«   sind  die   beiden   Radii  vectores  r  und  r'  selbirt 

r' 
homolog,  und  so  hat  man  — =c,    bei  demselben  v.    Die  Bedin- 
gungen der  Aehnllchkeit  werden  sich  daher  einfach,  dadurch  erge- 
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ben,  d«M  man  r'  durch  rc  erMtxt,  die  beiden  v  aber  eioander 
gleieb  macht,  a^d  im  Uebriseo  gans  wie  bben  rerfkhrl,  wibreod 
a«ch  hier  dieselben  Bemerkangen  in  Beziehanff  auf  die  Vorsei- 
cben  Ton  v  und  r  gelten.  Daaa  hierip  auch  das  Verbhrea  för 
impUcite  Funktionen  eingeschlossen  ist,  wird  Icaum  zu  erinnern 
nOnig  sein»  eben  so  wenig  als  dass  b^de  Gleichungen  zwischen 
r  und  9,  r'.  und  v'  durchaus  dieselbe  Form  haben  mttssen. 

Hat  man  z.  B. 

~  Ä  «inet?,+/'co8|7tf 
A 

«o  gehen  diese  swei  Gleicbnpgen  nach  obigem  Verfahren  filier  in 


und 


a 

«ine»  +  V 

A 
2ß 

COS^ 

-_ _  .  woraus  folgt 

sin  Ev-\--^  cos  G  v 

V~Bi*  ''«'«''••  8'bt  ic=-g.-, 
E=e, 

Fi.  Aus  dem  Obisen  folgt,  dass  sich  desto  mehr  Bedingun- 
sen  der  AehnlichLeit  aarstellen,  je  mehr  die  Gleichudg  constonte 
Coeificienten  hat 

Jede  Gurve  aber  Iftsst  sich  durch  verschiedene  Gleichungs- 
formen darstellen,  d.  h.  durch  Gleichungen  mit  mehr  oder  weni- 
ger Constanten;  und  zwar  bietet  die  allgemeinste  Gleichung  einer 
Cnnre  die  möglich  grösste  Anzahl  von  Gonstanten  dar,  während 
die  einfachste  Grleidiunj^  die  mOglich  kleinste  Anzahl  derselben 
enthält  Geht  man  nemlich  ßlr  eine  vorgelegte  allgemeinste  Glei- 
ehmiff  auf  ein  neues  Goordinaten-System  Aber,  dessen  Axen  durch 
{  OM  V  reprfisenfirt  seih  mfigen,  so  hat  man,  wenn^  die  Goordina* 
tcB  des  neuen  Anfangspunktes  a  und  6  sind,  so  wie  der  Winkel, 
den  die  Aze  der  i  mit  der  Aze  der  x  macht,  gleich  e  gesetat 
wird, 

ar= a  -f  |cosr  — vsino , 
y  =  6 -l"  $ninp  ^  vcosv . 
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iuB  der  letilern  uai  ^ 

y*+^*=";3"»    daher  r= —   und  c=:— • 

lemoach  sind  alle  Kreise  unbedingt  fthnlich»    wie  auch  aua  der 
Uementargeometrie  bekannt. 

3)  Die  Gleichung  der  Parabel  Ist 

y*=2px,    y'«=2Pa^;     daher 

2P  P  P' 

y*=— -ar,    p=--   und  c=--. 
*'         c  c  p 

_  • 

LÜe  Parabeln  sind  unbedingt  ähnlich. 

■ 

4)  Diess  findet  Oberhaupt  för  alle  zweigliedrigen  Curren  statt. 
leoD  habe  ich 

0  ist 

.  ^-|-Pc«-«arw  =  0  und  p^Pc^-^, 

t»raus  % 


5)  Die  Gleichung  der  genieinen  Cycloide  ist 

-"'     a: =r arc  (sin .  vers .  =  «^ )  —  V  2r^  —  y*, 

.t'=  Rsktc  (sin.  vers.  =  ^j )—  V"2%'— y'« ; 

o  r  und  J2  die  Radii  der  Erzeugungskreise  bedeuten.    Aus  der 
nreiten  Gleichung  folgt : 


a:=  — arc  (sm.  vers.  =-j^)-Y  — y  — y* 

liese  Gleichung  IllUt  mit  der  ersten  zusammen«    wenn  man  setzt 

R  R 

r  =  —  9    woraus  c=  —  • 

c  r 

emnach  sind  alle  gemeinen  Cjxloiden  ähnlich. 

6)  Anders  verhält  es  sich  mit  der  Ellipse  und  Hyperbel.  Ihre 
leicnung  in  Polar-Coordinaten  ist: 
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J+eco«»*  T+j&cosr* 


woraas 

P 

c  P  P 

r=i  ,  g, *    p= — »  oder  c= — und  €^£. 

Zwei  EIBpsen  oder  Hyperbeln  sind  also  nur  dann  Ibniicb» 
ihre  Ezeentricitäten  gleich  sind* 

.Will  man  auf  die  Axen  übergehen  >  so  hat  man 

woraus  man  ableitet  ^=ca  und  B=zcb,  uqd  wenn  man  c  eliadakt: 

A:a=Bzb. 

•  G.    Will  man  aber  eine  Curve  construiren'»  die  einer  gggeba 
neu  ähnlich  ist«  so  kann  man  sich  entweder  Torsetxen: 

1)  die  neue  Curve  um  ein  gegebenes  Vielfaches  vrtgrBessrt 
oder  verkleinert  darzustellen.  In  diesem  Fall  muss  maii  aerVer- 
hältnisszahl  c  den  bestimmten  Vergrosserungswerth  zuweisen,  die 
neue  Gleichung  in  derselben  Form,  nur  mit  unbestimmten  Goeflh 
cienten,  hinschreiben,  und  diese  letzteren  vermittelst  obiger  Bedin- 
gungsgleichungen bestimmen.    Oder 

2)  kann  man  sich  vorsetzen «  irgend  einen  oder  vielleicht  meh- 
reren CoefBcienten  einer  bestimmten  Zahl ,  z.  B.  der  Einheit  gleich 
zu  bringen,  wo  dann  c  erst  einen  dieser  Bedingung  entsprechne- 
den  Werth  erhalten  wird. 

Habe  ich  z.  B. 

n 

so  setze  ich 

._  A 

^       VB  +  EigFx''^' 

Aus  1)  habe  ich 

1 


und  aus  2): 
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S;wis8,  das«  sie  aach  Integrale  von  gleicher  Form  liefers«  weiche 
r  die  CnrreD-AehDiichkeit  bloss  noch  die  olien  angegeheees 
Bedio^neen  in  ihren  CoefficicDten  eu  erHlUen  haben.  Dme  Aeha 
lichkeit  oder  Unähnlichkeit  lässt  sich  jedoch  schon  ans  den  eoa« 
stanteu  Coefficienten  der  Differentialgleichangen  selbst  absebes, 
indem  man  setzt : 

d^y'scS^;  S*a:'=c8*x;  (woraus  noch  folgt): 


&;=S^    ^=^  u.  s.w.,  oder 


1 

lind  hierauf  die  CoefBcienteu  derselben  Differentiale  oder  derael- 
ben  Potenzen  der  Veränderlichen  mit  einander  vergleicht 

Hat  man  ferner  nur  Eine  Differentialgleichung,  so  kann  maa 
vermittelst  ^obiger  Methode  eine  andere  Differentialgleidiuiiff  dar- 
stellen» welche  eine  der  obigen  Curve  ähnliche  Curve  HeCMt 
Hiebe!  schreibt  man  sich  eine  Differentialsleichung  von  deraeÜieB 
Form,  nur  mit  unbestimmten  constanten  Coefficienten,  hin,  setzt 
f^szeg,  xf^=^cx^  d^x'=dyx  u.  s.  w.  und  macht  die  betreffenden 
CoefBciepten  beider  Gleichungen  einander  gleich.  Man  kann  hie- 
mit  den  Zweck  verbinden ,  eine  der  Constanten  einem  bestinimtsa 
Werth  z.  B.  der  Einheit  gleich  zu  machen.  Hat  man  hierauf  das 
Integral  gefunden  ;y'=/(d?0>   eo  ist 

y=-/"(car). 
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e  siir  l'iiitefn*ale  d^flnie 

/     /(l— 2rCo8a:+r>)Co8»araa:. 


O 

Par 


Monsieur  D.  Bierens  de  Haan 

Docteor  h9  «ciences  &  Deretiter. 


1.  Od  a  fait  plusieurs  fois  la  remaraue,  que  plus  uiie  integrale 
dtf  nie  contient  de  constantes,  plus  eile  peut  donner  lieu  g^n^ra- 
lernen!  k  d'antres  integrales  definies»  pon-seulement  en  les  specia- 
lisjsit,  niais  aortout  par  Tapplication  des  theor^aies  pitui  oo  moins 

f^iM^raux  de  cette  brauche  ae  lanalyse.    Mon    but  est  de  traiter 
e  cette  mani^re  Fintägrale  mentionnäe  ci-dessus,  qui  en  foumira 
plosienrs  aatres,  a  ee  (j[ne  je  crois  nouvelles. 
Cette  integrale  d^fanie: 


/ 


1(1 — 2r  Cosa;  +  r«)  Cos  nxdx  =— «  ~  ( 1 ) 

n 

et  y  }(1  -  'ir  Cos  X  +  r^da:  =0  (2;, 


[oü'daiis   la  premi^re   ii>0»..(a)  et  partoat-M^r^ — i-(ß)} 


,«  • 


bien^  cooime,  se  trouve  eotre  autres  dans  les  Beiträge  zvit* 
Theorie  bestimmter  Integrale  du  Prof.  Dr,  O.  SehlrtV: 
milch»  page  34.  Nr.  [10]  et  [11].  l 

..  Commongons  par  la  coostante  r,  et  difförentioiis    par  vapport. 
ü  eile,  il  vient 

y^'r_2Cosa:  +  2r^       ^  ^   ,   P''-iCoBJr  +  2f  ^^_^ 

Theil  \hl.  19 
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d'oü,  puisqae  /     Co8>Mr8j:'=0...(a)...'.,  /    8x=rjr-.<b), 

y      1— 2rCo8.T+r« 

o 

1      /».(l-2rCo«:r-Fg^-r(--2Co«.+2r)  ^,^^^^g^ 
l  —T^J  1  — 2rCo8  JT  fr* 


1        .         .  .  AI* 


/'■»CosjixCos^aa:      1  /^''2r-  (— 2CoBar  +2r)  ^  - 

O  O 

8ar 


/ 


1— 2rCosa;+r« 


~l-rV 


»(l--2rC<Mtt+r»)--K— 2CoajrH-ay)  ^ »        -„ 

l_2rCo8:c  +  r«  «'^-FI?    W 


i-2p 


Cosjr+r* 


1   />»2r-(-gCo8.T+2r)  ^       »  o       *»  *»"         «^ 

=  2:/  I-2rCos:i:+r»      ^*=  2  •2''-  1=17«  =  ü^       ^ 

La  forniule  Cos(n— I)j:=Co8»a?Coaa:  +  Sinwj:Sinar..,(c) 
donoe  par  rapplicatioii  ä  (3)  et  (4) 


/ 

o 


^Sin  wd:Sina-&r  Ttr^—^       k  1+r^     _  ÜLn-i        /"r\ 


JiCs  forniules  (3),  (5)  et  (7)  sont  respectivement  les  niemes 
que  Prof.  iSclilü milch  a  trouv^es  I.  c.  formules  [7],  [22]  et  [121. 
Cette  coincidence  resulte  des  propriet^s  des  s^ries,  dont  il  a  fait 
usage  pour  parvenir  a  ces  integrales,  d'etre  les  unes  les  d^riv^es 
des  autres  par  rapport  ä  r,  ott  du  moins ,  de  pouvoir  ^ire  trans- 
formlos  ais^ment  pour  ce  but. 

II  y  a  de  plus  ä  observer,  que  les  intäj];rales  (5)  et  (6)  au- 
raient  ^te  trouv^es  par  la  Substitution  de  7<=0  et  7?=I  dans  Tin- 

legrale  (3),  qui  jouit  ainsi  de  la  condition     n^JS—iy)» 

2.  Qaant  a  Tintef^ration  par  rapport  a  r  il  couvient  de  faire 
usage  des  formules  sutrantea: 
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y^  Br  a  ^1    V[4-(aCo«a:)« 


3i 


1     »    i      rSinar        ... 


y^       r-^Br  1  , 1— 2rCosa;4r'»     Cogar^    ,      rSioo: 


doDt  la  somnie  et  la  diffi^rence  donnent 


/r 


8r  l+r'      ,    ,  .,  Cosj;    .     .      rSina- 

l-^CoBO:  +;a  -7-  =  fr  +  -«  iSiS^  •  Arotg j—g— ....^e) 


/. 


\-irCLr+t»  —^ =fr  -  /(l  -  2r  C08« + T«)  ....(0 


En  appliauaot  la  forniule  (d)  ä  (5)  et  (6),  et  (e^  ä  (6)  [puisque 
rapplication  de  (e)  ä  (S)  coinclde  avec  celle  de  (u)  k  (6),  comme 
II  est  aisö  de  voir]  on  obtient  ä  l'aide  de  la  transportation  des 
foDctions  80US  les  eignes  d'iDtägratioB  dans  les  integrales  .doubles, 
qai  en  räsoltent» 

/\     ,      rSino:      8a:  Pdr         Tr.l  +  r  ^^^ 


/»^     ^      rSino:    Cos  0:80?         P  rdr  n.,^ 


(9) 


qui  donne  ä  Paide  de  (a) 

o 

La  difference  de  (8)  et  (10)  donne 

J     Arctg^^Sinj:aa=f .  (11) 

0 

Lesformules(d)et(e)donneotdecetten]aoierepourrintegrale  (J) 

/"-^'^^ i^^ »•--«- = l/-'^=l?  .  <»i 

13» 
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rSin:r      Cosj;' 


f\lr  +2Anl»  fr;^  •  ^Jsi.«»..«. 
,  palsqiie  /     Sin  n^rSin  xdjr=ü . ...  (g) : 


Au  moyen  de  la  formule  Sin  (ii -f  i)^i^^Siniij:CoBj:-fCoait:rSiiiJp  (b) 

on  a  par  les  int<^gralea  (t2)  et  (13)  k  l'aide  de  lä  anbathotioA  de 
R-fl  au  lieu  de  n  dans  (lt2): 

O 

Enfin  00  obtient  par  rapplication  de  la  formule  (0  auz  inttfgialit 
(4)  et  (7)  ao  moyen  de  la  m^me  m^thode  que  ci-dessu« 

/*^[fr-'(l— 2rCoeur+r*)]Cos»:r€o«x8a?=^  /(l  +r«)i*-*ar 

o 

jj/|»n— 1  r"-|-l^ 


-2Vm-1 


f\h-l(S  -iV Cosx+r«)]  Sin  Mj'Sin.r8x  =  ^  /(I— r2)r"-^ 

o 

d'ou  ä  caui<e  de  (g)  et  de  /     ro87ixCos:i'd.r  =  0....(i 

/     /(l— 2rCoßa?+/2)  Co»  war  Cos  xhxzz^^  g  f  — ^  +  ^T^hJ    ^^^^ 

o 

/(l-2rCo8:r+i^)SinnxSin;rajr==,^  r^,^  -  ^^  V  (15) 

u 

L'application  de  la  formule  ( f )  aux  integrales  (3)"et  (5)  reprodui- 
rait  les  integrales  (1)  et  (2).  -  f /integrale  (11)  rentre  dans  (12) 
pour  n  =  l. 

Les  deux  demi^res  integrales  auraient  pu  etre  caiculees  au 
moyen  de  Tintegrale  (1)  ä  Taide  ^^^  formules  connues 
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2C#«fu?Co8a:=Cos(ii'-t)j?  +  Co«(n+l)^...(k) 
et  2SiiijiarSinjr  =  Co8(n-l)a:-Cos(ii  +  l)a:...(l) 

■ 

Gomme  aussi  les  integrales  (4)  et  (7)  au  moyen  de  (3) ;  de  m^me 
oo  troüverait  les  integrales  (13)  et  (]4)  aa  moyen  de  (12)  par  les 
foriBiilefl  anolbgues 

2Sinii;r  Co8:r  =  Sin(n  +  l)jr  +  Sin(n  —  l)a:.,.(m) 
et  2Casfu;Sind:=Sin(ii-f  l>2:''Sin(n-«]):r...  (n). 

De  ces  diverses  intöerales  les  (8)  et  (10)  se  trouvenf  chez 
Prof.  Seh  13 milch  1:  c.  form.  ^31]  et  [14],  la  derni^re  pour  une 
raison  semblable  k  celle  meotionnöe  poor  nos  integrales  (3),  (5) 
et  (7). 

Ob  a  Icl^partoat  la  conditioo    it>0...((r). 

3.  Fassons  k  la  constante  n,  et  commen^ons  par  la  differen- 
tiation  par  rapport  k  n»  A  cause  de  ia  conformite  entre  les  va- 
leurs  des  integrales  (1)  et  (12),  on  pent  les  combiner:  on  obtient 
alors: 

— /  ""'(1  —  2r Cos A+r*) Cos hjtSj^ 

o 

=+2j     Arctg  t_^^^  t»in«x8.c=  »r"  - . 

-f  /     1(1  —  2r  Cosx  -f  r^)x  Sin  nx&x 
<> 

=+2y     Arctg  |:Ei££  :vCosnxdx=:nr*^^^, 

O 

+  r'l(  1  — 2rCo»a:  +  r^x'Cosnxdx 
a/*"*    t      rSioa:      _,^.        .    _     ,(«/r)*-2(iiA— 1) 


-  /  ""'(t  -  2rCo8a?+r»)  ar*Sin  nxdx 
=-2  /^''Arctg    "^ ®''° "^   -•'^ ^ .(»*fr)*(iiA^-3+2.3(iifr- 1) 


Coao;  n* 


— y  '''/(l  —  *  Cos  .T  +  r«)  .r*  Cos  nx9x 
=  +  2y     Arctg  tüy^^^  «^ Sin  lUfB j: . 


I 
I 
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^  (Hfr)«— 4(iifr)*(«fr-3)-SX4(ii4r— 1) 
etc.  etc.  etc. 

croii  se  deduisent  als^nieiit  \es  forinules  g<^nerale«  poar  p^O  et 
.entier  (d): 

1  ""/(l  — 2r  Cos  o:  +  r^ar'i»  Coa  n^rao?   . 

0  ■ 

O 

/_lx.4,_,   (2.3....2p(l-i»fr)+4.5....^(3-iifr)Cfilr)«) 

"«       j»4-i         I        +6-7....2p(5-.|i/r)(nfr)H } 

(  ....+  2/>(2p-l— r»fr)(»ifr)M-«+(i,fr)V  1 

= Ä^»        —  L(l-«fr)  +  -JEä-^"'")  +  25X5  ^"*>  +  •- 

gg-l)-nfr  (»fr)«i'n 

"+       1X2;»)      ^"*^^     7^/T2j9+l)J 

_  (— l)»^'»r"Ji:2;i  f  1)  p,     nfr     («fr)«     (wfr)» 
—  „tp-|i  L*-  I    +    1,2  —  2.3 

.  (nftO.«       »fr)»    .  (nfr)%^*    .    («fr)»! 

■•"  2.3.4  ~  2.3.4.5  + '"  r&p)      "*■  l\i/»+l) J 

_(-l)p+WIT2p+l)  ««=,«p  (-Hfr)- 

;i5?T I         ,-,  r(H=T) '     ^'^  ®*  '^ 

/  "/(l  —  2r  Co&r  +  r2)a;*P  H » Sinwa^x 

=+2  /  "^Arctg  1^   CtTjr^^^^^  Cosnxdx 
^_1^P«^  (2.3...(2;,  +  l)(nfr-l)  +4.5...(2p  +  I)(iifr-3)(iifr)«| 

=   „.mT  +  «^-cap + 1)  («fr  -  5)(«fr)* + - 

"  (  ...  +  (iifr— 2p-l)(nfr)«P  I 

_ (-l)P+'>rr«IT2y+2) •=«!+ 1  (-«fr).        ,,„  . .^, 
-  ;?7+ä ^„     r(a  + 1)        (19«*20) 

II  r^8ulte  de  la  conformitö  eotre  las  valeura  des  integrales  (13) 
et  (15),  (14)  et  (16)  respectivenieiit,  qui  dopend  seulement  de  celle 
entre  (1)  et  (12),  qu'on  ait  en  se  servant  des  formules  (k)  ä  (b) 

+ 2  y  ''/(l — 2r  Cos  X  +  r«)  Cos  nx  Cos  xdx 


im 


O 

= /^  ^/(l  -  2r  Co8  ar  +  r^  Cos  (n  -  1)  arBoT 

o 

=^  +  ^/     Arctg  j— g^CosiM?Siiixöar 
= /^  "/(l  — 'irCosaf +r»)Cos  (n  -  l).rSd: 

o 

— y  ''z  (1  —  2r  Cos  a:  +  r«)  Cos  (/i  +1)  x3x. 

Si  donc  on  diff^rentie  les  premiers  membres  de  ces^uations  par 
rapport  ä  »•  le  r^sultaft  pourra  se  d^ditire  des  formales  (17)  et  (19) 
en  y  faisäot  succeasiveiuent  n  <$gal  ä  it^^l  ei  kn-t-l;  tandis  que 
le  oouvei^a  facteur  Cos  j:  ou  Sin  or,  ne  contenant  pas  de  n ,  la  forme 
des  ia^rrales  alles -m^mes  sera  celle  des  integrales  fl?  et  18), 
(19  et  919  sauf  le  facteur  Coax  ou  Sinar,  qui  B*y  est  iotroduit. 
Ainsi  OD  aura,  en  faisant  attention  au  changement  de  signe,  in- 
tr6du1t  par  b  diferentiatioD ,  Hpr^  uoe  reduction  facile: 

(21  et  22) 
/(l  —  2r  Cos  ar +r*)a:^  Cos  iiÄrCosarSa: 

o 

Arctg   i^^   Ir  —  a?*i*Sinita:  Cos j^x 

"  ^  i  r^  "V  I— (n+l)fr}« 

l  +  (»  +  l)«i>+»  .f „         IXa+1) 

(23  et  24) 
fl(l  -  2rCosÄL+r«).t«P+^iuiiarCos«aa: 

=  2  /     Arctg  1^  -p ^^"^  ^  ('osnorCosxc^.r 


^         • 
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(  1         «^H-l  t-(i,-l)frf    . 

i^2£+2)j      (n-I)%+«X  r(a+l)      ( 

)  .  **        «^«H-i  t-(i,4-l)frrt 


^ 


(25  et  26) 
y     1(1— 2rCo8a-  +  r>)^rVSiniurSin«8j; 

O 

=2/     Arc^.^  ^^     a:^CosiM?Sinjftr 

o 

(-l)H-i«r«-in;2|>  4- 1)  j      (n-l)*+».=o       ITo  +  1) 

T^  •=«»  t-.c«+l)fri' 

~  («+1)V+»^         r(o  + 1) 

(27  et  28) 
y    /(l  -  2r  Cos  a: +»*)«*!'+ »Cos  »w  Sin  «8« 


o 


=  -  2y     Arctg -j^^fg^  xVf»  sin  n*  Sin  a9* 


l  1  .=aH->|-.(,t— l)fr>» 

-  (— l)»«!— »r(2p-f2  j     (n  -  1)«P+»  ^0  A«  + 1) 

'  ~  (n+l)«H«<^o  ir(o  +  1) 

4.  En  differentiant  les  formales  (3)  et  (4)  par  rapport  a  n, 
on  obtient,  en  observant  la  conformite  des  valeura  de  ces  inte» 
grales  quant  ä  cette  constante: 

/''     Smnxdx  2r      P"     Costixdx 

l-2r  Cosa:H  r«  '^  ~  1— r V      l—2rCo8a:+r«  *'*"'* 


O  O 

7t 


1— r« 


r"fr. 


-j^pr-(fr)« 
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9S 


=  iZipt'-W». 


d'oü  Ion  conclot  g^^ralement: 


O 

/Vl^^  *'^S'"-=  (-l)'?'--^  (fr)".  (31) 

O  . 

/Vi°S^+r'^'^^^S"'"=(-^)''?'-^(fr)"^^-  (32) 


Au  contraire  en  multipliant  de  part  et  d'autre  simplement  par^ 
dit 9  et  en  int^grant  par  rapport  k  n,  on  trouve 

/^     Sinnxdx 1^ 
1— 2rCosar+r*  x 

o 

2r       r^     Cosnxdx Sin.r_     n      r* 


-/ 


^      Cosnordjr 


l-2rCoftr+r*  o:* 

2r       /*^     Sinnj?8a?       Siiur n       _r«^ 

=^~TIIV5J     l-2rCo8^+r»    «•  ""l^^i^  (fr)*' 

0 

l~2rCosar+r«  j:» 

2r   "  y*^    Cosnjr  Sx       S\na;__     Jt       r" 
^-^TI^J    r-2rCo8ar+r»  "JlT-nip  (/r)»' 

o 

AiiMi  on  d  les  formulvs  g^nörales: 


(«) 


202 


»    SitmxBj!  1  /     .V.     »      ?*  MA\ 


=  M)'o  71:aS.         (35) 


/«_^ 

o 

/*     Cosnxdx         Sina:  «x«^!**  y*~'  ,0«. 

o 

Oll  d^oit  des  integrales  (4)  et  (7;   la  relation 

dont  on  concliit,  puisque  l^ur  rapport  est  ind^pendant  de  »,  qoe 
•   la  difförentiation   et  rmtögration   par  rapport  ä  la  ebmitanle  11  dt 
cette  ibtögrale  (4)  nous  fouriiiront  les  suivantes: 

i:^^S5^+^*^CoM:=(-l)i'-2-j:^r-'(fr)V.        (37) 

o 


o 


/ 


?«f     Cos7iar3x_  Coax yg  1  4-r^  r*— *  ^ 


/ 


^     Smnxdx         Co8:g   _        ix  41  ^  1+r^  r»^'      ^. 


De  ces  integrales  toutes  sont  soumises  ä  la  condition  n>0  (a) 
except^es  les  (29)  et  (30),  qui  jouissenf  de  la  condition  R^O....(y) 
ä  cause  de  la  formule  (3)  dont  elles  sont  dc^duites.  De  roöme  on 

a  partout  p  ^^0  et  entier  (ö).    De  plus  la  condition  1 r^.~l(/?) 

se  change  dans    les   integrales    (17)   a   (40)    dans    la    suivante 
1  ^^r~-....0(0>  puisque  les  raleurs  de  toutes  ces  integrales  sont  des 

fonctions  (/r)  et  ainsi  valent  seulement  pour  des  valeurs  positives 
de  r. 

Les  integrales  (17)  k  (40)  se  divisent  naturellenient  en  qnatres 
groupes»  savoir: 


3ft3 

17,  19,    21.    23,    95    et    27 

18,  20,    22.    24,    26    et    28 


20.    32.    33,    36,    37    et  3» 
80,   31,    34.    35.    38    9t    40 

loak  !«■  deox  denders  groupes  surtout  sont  assez  simples- 

■  '  ■ 

S.  Apr^  avoir  vn  de  noaveau  kt.  fertiliM  de  ces  princlpaiix 
Ji^r^mesi  la  diff^rentiatioo  et  Tint^gration  par  rapport  ä  une 
roDStante  doasle  aigned'int^gration  döfinie,  passona  a  rusage  d'une 
iropriötö  curieuee,  dont  jouiaaent  les  fonctions 

/(l-2rCoaa:+;r«),  (l-2rCo&r +r«)-i  et  Arctgj_^g^^ 

Bt  qui  noos  aenrira»  oon-  seuiement  a  obtenir  Quelques  Bourellea 
iat^graiee,  Bai»  aoaai  arMuire  la  limite  de  quelques  uoes  de  mos 
(■Mgrales  n  k  son  double,  moyeDnant  quelque  restrletie«  ä  l'^td 
ies  constaatea.  • 

PrenoDs  ä  ce  but  r  successivement  positif  et  ni^gatir  et  fat* 
BODS   1^=^. .....({);    de  sorte  qur  pour  cettenouvelle  coostante  la 

coodition  (p)  devienoe 


l;^^  rrrO- (iy)* 


Oo  obtient  alors 


(o) 
/(l— 2rCoaa:+r2)  +  /(l+arCos:i:  +  r«)=2/[(l+rV-(^o«^)*] 

m 

1         .         1        _o  ^__i+rL_ 

l-4rCo*x+r*+  l+2rCo8ar  +  r«~'*  (H-r«)*-CM3o*t)» 

s 

1  1  irCosx 

1— 2rCosx+r*""  l  +  arCo8:r  +  >^  (l+f*)*-(»rC68a:)» 

4i*€öS:r  :  . 


ao4 

r  Silur  T\ 

.     .     rSin^     .    .     ^  .—rSmx       »    ,    1— rCou; ~ l-fr€aK 

*  +  l-r»Co«*i 
2r*Sin;rCosa;  .     ^       aSiii^  ,. 

rSfag  rSiyr 

^     ^       rSiiur  .     ^    — rSioa:        .     ^     1 — rCo&r""   l-f-rCow 

Od  voit  de  suite  que  ces  transformations  ne  soot  pas  imli- 
cablea  aux  inti^i^ales  (i7)  k  (40),  puiiique  leurs  valeare  ^tant  des 
fonctiona  de  (fr)»  ne  valent  pareuite  que  poar  r  poaitif.  Oocupaiii- 
Doua  done  dea  int^^lea  (1)  ä  (16)  et  premi^remeat  qoant  aa 
cbaDgement  des  int^gralea  ellea  ni4ine.  11  fout  obaerverp  qllepa^ 
tout,  oü  dans  les  valeurs  de  ces  integrales  r  est  tUarii  äonepaia* 
aance,  fonetion  de  n,  il  faut  distioguer  les  cas  de  n  pair  et  im- 
pair  ou  ^al  k  Im  et  k  2m — 1. 

# 

(I)    donne  par  (o),  ponr  }i^2fn  — 1: 


/ 


/(l-2^Cos2ar+ ^«)Cos(2m— l)a-8ar =0 ;  (41) 


(2)    doone  par  (o) : 


/*''/(l  — 2pCos2ar  +  q^^  =  0,  (42) 


qui,  au  fond,  ne  diff^re  pas  de  (2); 
(3)    donne  par  (p)  pour  n  =  2m — 1: 


J     l-2pCos2a:+p«— "'  ^^^ 


(3)    donne  par  (9)  et  (4)  par  (p)  pour  91  =  2m: 


f 


^Cos2mj:  CoHxhx 
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(4}    doDoe  povr  n=^2m-^l,  pav  rapplication  «iiccessive  de  (p) 
et  de  (q): 

/^  Cos  (2m- 1) jr .  Cos  jtSj?  _  n  p« 
-o  .         '       . 

l~2(.Cos2a:  +  ^«      =<*•'  (^> 


e 
d'ou  ä  causQ.de  2Co&^a:'-l  =  Cds2ar  par(43j: 

'^''  Cos(2/n  —  l)ar  Cos  2a:  So: 

0 

(5)    donne  par  (9): 

Coso;  dx 


y^^  Cos(2/n  —  l)x  Cos  2a:  da:      ,; 
l-2eCo»2a:  +  ^^="'  (^^> 


/'^         Cosojöa: 
l-2^Co«2a:  +  ^2=^'  ^^) 

o 

(7)    doniie  par  (p^  pour  «=2m  et  n=2iii'— 1,  et  par  (9)  pour 
:=2wi—  1 ,  sncce^sivement : 


V  '  P^  Sin2mxS\na:da:      _  ..„.  V 

J      l-2(,Cos2a:+^i=^^'  (^^> 

/^  Sin  (2»»  ^  l)arSiDJ?8jr     ^    p«" 
l-!?pCos2ar  +  ^«    -2  1+^'  ^^> 

o    . 

/»» SUi  (am-- 1)3? SiPj;  Cosarfla?  _  ^ 
1 -2^  Cos2ar  +  ^«  ~"' 

o 

d'oii 

/»Sin(2//i— l)arSin2ar8a:      ^  ,^, 

l-2^Co»2ar  +  p«     ="'  ^^^> 

0 

L'appUcation  de  la  formule  (r^  k  (8),  (9)  et  (10)  nous  fournit 
!••  inMgraks  siiiyaote«: 

10  I 

/'^  A     4        gSip2a;       Cos  ar8ar  ,/,       .  ,,«,v 


I  • 
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et  (4;  par  (q) 

Pn  Co82iiij:CoB»a:ej:  l+jf  tip«i  !._«  1  +  g        i 

/       l-2pCo«2«  +  p«  — '^1-r«''         4r— 4r=^p*^ 

d*oü,  puisque  Cos2jrr=2Cos*j;=l,  ä  Taide  de  Tint^gfale  (74) 

o 

Enfin  rint^grale  (7)  doone,  par  l'application  de  (q) 

/'''Sin 2 tar Sinar Cos jrfla;  .^m—y  ' 

Les  intc^grales  (42),  (53)  et  (55),  trouvöee  daas  le  Paragraphe 
pröc^ent,  iions  offreot  encore  pour  ootre  biit  actuel  lee  suiTanlei: 

y*''''/(l-2pCo«y  +  ^»)8y=0,  (78) 

ArctRj^^-  Sinmj,ay=w  -•  (80) 


O 


Lintegrale  (74)  donne  au  nioyen  des  formules  (b)  et  (I) 
J*^"  1(1-2  QCosy  +  (>^CosmyCoayd!,r^-n(j'~+^^    (81) 


O 


y  "'/(l-2pCo8.y+*«)Sin  my Sin^a,  =  -  »  (^^^_g^).   (82) 

0 

De  m^nie  Tintegrale  (81)  iious  fournit,  ä  eauae  des  formo- 
les  (m)  et  (ii): 

/'Arctg  j^^^Cos«,.vSi„^S^=  Kg-ii  -  ^T^).    (84) 

II  s'ensuit  que  la  valeur  de  ces  integrales  prises  eotre  les  li- 
mites  0  et  2n;  est  pr^isemeDt  la  double  de  la  valeur  des  m4mes 
integrales  prises  entre  les  limites  0  et  tt,  savoir: 


20d 

Im  inWgrales  (7^),  (7»)»  (7«),  <?7),  (78),  (80),  (81),  82,  (83)  et  (84) 
i«si>ectif ement  de  (t),  (3),  (4),  (7),  (2),  (12),  (15),  (16),  (13)  et  (U), 

Qnint  k  Tintägrale  (79)  on  v^riGe  cette  m^me  propri^tä  en  pre- 
^  MUit  la  «orome  des  integrales  (8)  et  (9). 

Da  reste  cette^  proprietä  de  ces  integrales  däpeud  uniquemeiit 
de  ce  qa'elle  ait  lieu  pour  les  integrales  (I)  et  (74);  car  ce  chan- 
Mment  de  limites  n'altdre  aucunenient  requation  (a),  k  Taide  de 
b^MlIe  ies  aotres  integrales  (2),  (3),  (i\  (7),  et  (Uyk  (16)  sont  de- 
tMea  de  Tintegrale  (I)  comme  nous  I  avons  montre  au  6. 1,  sans 
astre  restrictioD  k  l'egard  de  la  valeur  de  r  que  la  condition  (/}), 
qni  Gtmiprand  celle  (17)  comme  cas  partieulier.  Aiosi  nous  pou- 
▼otts  ceadore,  puisque  pour  ce  meme  ehangement  de  limites  la 
Talear  de  l'integrale  (6)  est  doubiee  aussi,  que  les  integrales  re 
Staates  (5),  (6),  (9)  et  (tO)  devront  jouir  de  la  m^me  propriete, 
de  Sorte  Que  Ion  doive  avoir: 


Uli 


8y 2n 

2QCo8y  +  Q^'~  1— p«  ' 


(85) 


/ 


*"*'«81^,^  =  '-{ij-  w 


0  • 

0 
Od  a  aiosi  pour   toutes  ces  fonctions  la  reiation 

y(4r)8j:=2   /       q>lx)dx=^J       ip{x)dx .  (A) 


o  n 


7.    Plosieurs  des  integrales  definies ,  trouvees  dans  les  §§.  5. 
et  6.  aent  sosceptibles  d'etre  assujeties  aux  methodes,  dont  nous 
-aTODs  iait  usage  aux  §§.  3.  et  4.,  k  Tegard  de  la  constante  n. 

Lear  application  sera  bien  facile  ici,  seit  que  les  valeurs  des 
iot^grales  k  traiter  soient  zero,  seit,  parceque  au  moyeo  de  la  for- 
male evidemment  vraie 

^f'F(a^)S.=Qy^J''Fia^)B.,  (B) 

O  0 

00  a,  6  et  p  sont  des  constantes,    on  peut,   en  posant  6=111, 

14 
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p=z7t  et  n=ini  on  :=An — 1,  snivant  les  cas  divers,  toä  tang/mn 
fn-J  ^(?)'   ramener  ais^ment  res   int^ale«    aas   faiWgnlei 

correapoiutantea  qui  se  trouvent  parmi  Celles  (3)»  (4)»  Oy  it  (12) 
k  (10),  qui  8ont  traiteos  successivement  dans  leül  N^  citta: 
Operation  facile,  piiisque  le  rapport  des  valeors  de  cea  int^gnfes 
respectivement  correspondantes  est  riinit^,  on  da  inoiDa  mt 
fonction  indf^pendante  de  la  constante  n. 

Dans  le  premier  cas,  oü  la  valear  des  integrales  eat  aiitb 
l'influeoee  de  la  differentiation,  eomme  de  riot^gration  par  rap^art 
h,n,  Be  präsente  du  premier  abord:  dans  le  cas  contraiie»  pc« 
toutes  les  integrales,  qui  se  rapportent  a  un  loearitbsie  eo  i 
un  Arctangente,  on  ne  pourra  se  serrir  que  de  la  rimtratb 
tion  par  rapport  a  eette  constante  n. 

Commen^ons  par  les  integrales,  ou  Ton  troiiTe  le  signe  lottr 
rithmique  sous  le  signe  d'intögration  döflnie.  II  est  aie^  de  Toir, 
qiie  les  integrales  (41),  (70)  et  (91)  donneront  tant  par  la  difl^- 
rentiation  que  par  Fintegration  par  rapport  an: 

/*''/(l-2(>ros2.r+(>2)a:±2pCos(2/if-l)j'ajr=0,  (fß) 

o 

y  ''/(l--.2(»Co.s2.r +p«).r±(«P  f »)  Sin(2m— l)ar8:r =0,         <9Q) 

n 

/^""/(l— 2pCos2j:+p2).T±«PCos2/ii:rCos:r8ar=0,  (91) 

o 

ßl(l—2QC(^2x+Q'^)x*(^P-^^^  S\n2mj:Co8a:Ba:  =  0,         (92) 

o 

ßf(l—2Q  Cosla:  +  g^)a-±^P  S'm2mx  Sma-Bx  =0 ,  (93) 

o 

y   ""  /(l  -2^CosL>.r H  (»2)  j.±(2/;  f  1)  Cos2;w.rSin.raj:  =r=0 .  (94) 

o 

Quant  aux  integrales  (72)  et  (73)  ellcs  donneront  a  Paide  de 
l'equation  de  reduction  (B)  et  des  integrales  (17)  k  (20): 

/^'^(l— 2()(^os2.r  +  p«):i:2|»Cos(2m  — l)4rCosa:3Ä 


^  (--1  )P  f  ^Ttg^^rX'Ip  +  l)  }(m  - 1)^  ^^aZo  '    I\a  +  l) 

-'^+'  )        .       Q     n'^r  (-  y/i/p)« 

^  w2p+i„t,rt  r(fi  +  l) 


(96) 
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y  '  /(l—  2#Cos2jr  +  ^a«PSin  (2m— t)arSina;a;r 


^ 


m«P+>  ^0  r(a  + 1) 

O 

(-l)r«ü-r^IT2^+2)  \(m-l)«iH-»^«        r(a  +  l) 


2»i>+«  )  p      a=ap+l(-n,/y)a 

m^HFä  a=<v      r(o  + 1) 


(98) 


8.  Frssoim  MaHitenantatix  deux  groupes,  oü  lafoncöon  principale 
6008  It  sigse  dlntögratioo  est  Bn  Arctg,  et  traitons  en  pre< 
inier  lieu  le  Croupe  des  integrales  (55)  k  (oÖ)>  dont  Celles  (56), 
(67)  et  (69)  doRneront  tout  de  suite: 

/Arctg  iz|-e^-'^-^^S'"(2m--l)ar8a:=0,  (99) 

/Arctg  j:^^g^a:±(«P+OCos(2m-l)aj8;r=0/     (100) 

/Arctg  j£^^|par±«PSiii2ma:Cosaraar=0,        (101) 

0 

/ffctg.  |^^^ar±(*P+OCos2i9a:Cosa:8^=0,       (102) 
o 

/Arctgf^^5^^a?±*PCos2ma:Sina:8ar=0,       (103) 

0 

o 

tandls  que  les  int^gratea  (fiS),  (58)  et  (60)  fonmlront   au  moyeti 
da  procödö  du  §.  pr^eödent  et  des  ro^roes  formules  (17)  k  (20); 

14* 
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0 

= 2«/m»p+i ^,,    rto+I)  *  *•    ' 

o 

!1         «^l"  |--(m-l)/»|. 
(«_l)»H-«.=o       /Ta+l)       .        --. 


/: 


Arctg 


-  2«H^»  )  g     -»£+'(-»<»)■ 

Arctg  ._    „ — 5—  x^Cou(2m — l):rSiii2;dj; 
0 

J «^^  {-(fn-l)l(fY 

(m— 1)«P+  >  ^o       IXa+1) 

y     «=^P  (  -  re/g)« 

m*P+»  «=o    Ao+1) 


/^' 


/' 


,ao8) 


(109) 


o  Sin  2  ^ 
Arctg  jf-^^^2ia:«P+»  Sin  (2  m— l)a-  Sin  «Sx 

=«>+'  Mm~l)/p)« 


_  (-l)p+%p'»-»IT^+2)  (wi-l)«i'+>     ^0        Ito+1) 

l  »i«p+«    <^„   r(a+l)         ) 

Apr^sent  nous  avons  ä  traiter  le  groupe  (64)  a  (69)  dont  les 
integrales  (64).  (67)  et  (69)  donnent  de  suite: '    '      ^    '  " 

/^'**e"TI^**"'®'''2m*a:r=0,  (HI) 
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yArctg^[||J*ar+<«^»'Cos2»urax=0,  (112) 

/atc^  ^^^x±*''Slo('im-^l)xCoaxdx=d) .  (1 13) 

O 

/Arctg^^^;ri'*'+»'Cos(2«-l)a<3os:ca«=0,       (114) 
jAtcts^^x±^'Coa(^-l)xStoxdx=0,         (115) 

■  O 

ßsctg  ^?|H^ti«P+i)  Sin(2m^l)4rSinaraar=0.  (116) 

,  An  contraire  leg   integrales  (66),  (66)  et  (66)  toujours  k  Taide 
deMm4meB  Umnnles,  qw  ci-dessusy  engendrent  les  suivantes: 

/Afctg  j  J^  a:%SiD(2iii— 1)^:3« 

-      2iF(2m-l)«H-i       a=o        JTa+1)        '        ^"' 
/Xctg^5^  «•p+iCos(2m  - 1)^:3^: 


(-l)P«r«— »IT^^+g)  •=«!+ »  {-(2m~l)fr|» 

•    2*P+H2i«-1)*+»        4o  iXo+l)      •     ^""^ 


/*'Arc%^^|i^  «*  Sln2iiia;  Cos  «e« 

!1         n"'{-(2'«-l)fr))* 
(2iii-l)«P+»^o         r(a  +  l 
,  1^         a=ap|_(2ro+l)fr}«(  •(?**^ 

+  (5m+I)5FF»^o      Aa+l)   •' 

(12p) 
/     Arctg  j_^  x^+Hio82mxCoaxBa 

\»      «=414-»  {— (2m— l)fr)« 
(-l)M->)n-*— »■n[2y+.2)  ^    (2iii-l)»i^»a=o  IXo  +  l) 


2V+»  )  r»         n»«^'  I— (2m+l)frH 

+  (4m+ 1  )*»+••= 0  r(«  + 1) 
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(121) 
2rSina: 


/     Arctg  '  r    "|[^ar*PCos8mj:Sin  jr8x 


yr  t— (aw-ljar 


__  (— l)>»n*— 'Aay+2)  J     (2m»-  1)*+*  «»o        r(a+l) 

V  ~  (2m+l)^+»  ^0         r(a  + 1)      ' 
(122) 
/    Arctg  •  \ g  gVf^Siu2mj;Sina!flj 

!'       l  «5«?+»  H(am— !)»)■ 

C2m-l)«i'+»  «=o  r(a  +  l) 

"'(2m+l)^+«^o  r(a  +  l)     ' 

9.  Resteot  les  intägralee,  aal  oot  sou«  le  ^te^e  d'ioWgntioii 
une  fonction  principale  (1 — 2^Co62arHh^*)~^*  xFaitons  les  duu 
l'ordre  suivant: 

(43),  (44),  (48),  (49),  (50),  (47)  et  (51). 

On  pourra  appliquer  ä  toutes  et  la  diffärentiation  et  rint^gration 
par  rapport  ä  n  aoaa  ie  slgne  d'integration  d^fiale,  dont  les  resnl- 
tat8  se  präsenteront  ou  deux-niönies,  ou  comme  des  suites  neces 
saires  des  resultaU  obteous  daDs  le  $.  4.    Ainai  Ton  trouvera: 

o 

/>^Sin(2m-l).r8a:    j, 

0 
0 
O 

(128)  .  . 

/"'»Sin(2m-l)^Coaar8j;    .  .,       (-1)p+»     «  .,  .^j., 


2U 


^   -i:^8»Co,ar+p*   ?»=<-^)"'^'rr-g(:/^>    (129) 

/•^Si.o2iiij:Siiu:d;i:    4.^       ^ 
/     l-2gCo»2;r+?^-""'^^'=0'  <l*i) 

o 

O 

y  t-2«Co82a:  +  ^*      Jr-P-U,  {W7) 

0 

/>^SlnC2m-l).rCog2g8^    j^ 

O 

.  O 

s 

o 

10.    Bhfin  les  integrales 

(74),  (81).  (82),  (80),  (83),  (84),  (75),  (76)  et  (77), 
doubles  de  Celles 

(1),    (15),  (16),  (12),  (13),  (14),    (3),  (4)    et    0). 

donneront  de  m^me,  au  moyen  des  methudes  des  §§.3.  et  4.,  des 
integrales  doubles  de  celles,  qui  soiit  dedoitcs  des  derni^res.  De  cette 
maniere  les  integrales  (17)  a  (40)  |)risc$  enfre  les  limites'  0  et  27c 
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auront  aussi  une  valeur  double  de  cellee  priee«  enire  im 

et  sr»  de  «orte  que  pour  tontea  ces  ioMgrales  oo  a  la  rtlatJea     - 

fp(x)da:=z^J        q>(x)Bx;sJ       g>(jr)ar.  (A) 

o  O  jt 

U  n'est  paB  beaoiu  de  transcrire  tontea  cea  integrales  ici,  pidafM 
ni  leur  forme  ni  leor  valeur  ne  change  proprement«    poorra  qw 

1    /  «'*  /*» 

Tod  motte  partout  o   /     ä  la  place  de  #    ,  et  qu'oD  fkaae  attn- 

o  o 

ion  k  la  condition  actuelle  1  ^  ^  ^  0. 

11.    On  peut  remarquer  en  demier  Heu»   qoe  daas  le«  inttf- 
gralea  de  la  forme 


% 

o 


O 

fi=  /     Aretg-j— j-  fix' ,Co»px,Shiqx)8s  i  (E) 

=y*   Arctg  Y^^^  /^(y*, Cos;^,  Sin«y)dy  (F) 


V 

u 


oü  appartiennent  respectivement  les  groupes 

(8)  ä  (14),  (18),  (20),  (22),  (24),  (26)  et  (28), 
(62)  k  (60)  et  (99)  ä  (110), 
(61)  k  (69)  et  (111)  k  (122) , 
(80),  (83),  (84),  (86),  (87),  (88) 

et  Celles  dösignäea  au  §.  pröcödeot,  od  peut  faire  usage  des  formales 
connües 


1^ _j      j_ 

A^'ctg  j^  =  j  —  Arctg  9> ,  (0 

Arctg  - =1 — Arctg  tp ,  (u) 

l+<p      JK 
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De  ciitte  maiiiAr»  oa  tronvent  des  nonveeux  groupes  au  moyen  des 
irmiiles  de  rMactioD  suivantes,  oü  Ton  a  mis  simplemeDt  f  au 
Ml  de  ^(^r^^Cosp^r^Sin^^r)  oa  de  f(y^fCo8py,Siupjf): 

>  o 

'•»^     .     1+rSiiur— rCoao:  ^  «    /*«        .  ,.^ 


'»jr 


O 
O 
O 


"»« 


^«^   alt^a:  ^  =  ly    /3«-|*.         (O) 


k  tootea  lea  inWgrales  /^*/3a:  ety     ''/Sy,    que    l'on  trouve  an 
Koad  membre  de  ces  ^uationa ,  se  redoisent  an  soivantee : 
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O  ■  O  * 

# 

O  0 

:r«CospaAr  =^i^T    /      2«Co«xai;  (H') 

o  o 

/  '"a^SmpxGosxdx  (V)  et  JafCospxtSinxdx  (K'),  qui  se  de 

o  o 

duisent  de  (G'); 

x*Co»pxCosxdx(L')etl  a^SmpxSinxSxW),  quisedt- 
duisent  de  (H') . 

Des  formales  (AO  k  (F')  il  suit,  qaeles  integrales  (8)  et  (119,09) 
et  (54),  (61)  et  (63)  donnent  ]>our  r^sultat  TiDfini  positif  poiir  les 
changements  de  la  fonction  soas  le  signe  circulaire  ioverse  donnes 
daos  les  forroules  (6)  k  (P).  Lorsqu'au  contraire  en  chanse  las 
fonctions  dans  les  integrales  (9),  (53),  et  (62),  prises  entre  Ic^s  limites 
0  et  7c,  ä  Taide  des  formules  de  röduction  (G)  ä  (P)  leurs  valeors 
restent  les  memes,  sauf  le  signe,  qui  change  seulement  poar  les 
deox  premi^res  transformations ,  tandis  qu*il  reste  le  möme  pour 
la  troisi^me.  De  meme  pour  les  integrales  (86)  k  (88),  le  cbange- 
ment  de  fonction  au  moyen  des  formules  (Q)  k  (S),  eatre  les  limi- 
tes 0  et  27C,  n'a  aucnne  influence  sur  la  valeur  propre,  mais  seil- 
lement  sur  le  sigiie,  qui  ne  reste  le  lu^me,  que  pour  latrokieine 
transforraation. 

Les  autres  integrales  indiquees,  au  contraire,  peuvent  etre 
transformees  au  ntoyen  des  formules  de  reduction  (G)  k  (S)  et  des 
formales  (G')  ä  (MO ,  sauf  d'etre  expos^es  ä  la  complication ,  qae 
comportent  les  integrales  (GO  et  (H'). 

Or,  cette  complication  s'en  va  compUtement  daaa  le  cas,  ok 
Ton  aurait  t=0;  car  alors  ces  formules  se  reduisent  aux  suivantes: 

J       S\n2tnxBx  =^  2j^ICos2;na:|=:0,  •       (G,) 

0 


31« 


t:6i^9a=~\Sinpx=:0,  (H») 


P^ 


d*oä  par  les  äqnationa  (k),  (/),  (m)  et  (m): 


0 

j" Sia{im—l)aCo8xdx=:0 ,  (I^ 

O 

/     Co8pa:Co8a;öa:=:0,  (Li) 

o 

/     SinparSinord^r^O;  (Mj) 

et  de  in^me  pour  les  limites  0  et  27r: 

d*oü  Tod  pbtient: 

y*  ^Siupy  CoayBjf  =  0,  (la) 

J'*''Co8pyS\nyBy=zO  .  (K,) 

Aioriles  Täleors  des  integrales  (12)  pour  n=z%n,  (13)«t(14) 
poar  ii=2m~l,  (55^,  (58),  (60),  (Si),  (67)  et (69)  changeni  senlement  de 
MToeMtr lesdeux  prtoi^e»  traosformations  cespectivement  k  laide 
des  foroitttes  (G)  et  (B)»  (K)  et  (L),  (M)  et  (O);  elles  resteot 
tout-ä-fait  les  m^mes  pour  les  transformations  respectives  (I), 
(M)  et  (P).  Au  contraire  les  valeurs  des  integrales  tl2)  pour 
ft=2m— 1,  (13)  et  (14)  pour  n=2iii,  (56),  (57),  (59),  (65),  (66)  et  (68) 
sobirmit^  par  ces  traostbrniBtlon ,  les  diangements  de  signe,  que 
oomportent  phisiears  des  fbrmnles  de  rMuetion  (6)  k  (P) ,  couiie 
on  la  vli  pt^cMkieinnieiit,   et  seront  en  outre  aogmentöes  des  ter« 

mes  (Gl)  k  (K^)  multipliss  par  j  ou  ^   selon  roccasieou    Quaot 
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aux  int^ftles  (80),  (83)  et  (84)  on  n'a  pas  besoio  dt  faire  Mcane 
distinction  entre  lea  caa  de  n=2m  et  n=2m-^1,  caiikmm  ums 
avons  du  faire  poar  les  integrales  (12)  k  (14);  et  par  rappiieatpoa 
des  formules  ^Q)  k  (S)  elles  ne  cbangeroDt  point  de  Tale«  et 
aeulemeDt  de  aigne  par  (Q)  et  (R). 

Toutea  ces  intöf(rales  resteront  donc  bien  aimplea:    ce  a^eit 

f»a8  le  caa  ponr  les  transforroationa  aDaioguea  des  lotteraies  (tS)^ 
20),  (22),  (24),  (26),  (28),  (99)  k  (110),  (111)  k  (1^  et  oeics 
d^sien^es  dans  le  $.  pr^c^dent,  qui,  outre  la  moindre  finplidttf, 
qu*elies  comporteot  dejä,  seroat  de  plus  compliqn^ea  par  les 
integrales  (G')  et  (HO,  quI  sV  iotrodoisent 

Nous  ne  transcriront  point  toutes  ces  integrales,  q|iü  d'aillems 
se  deduiront  aisement  au  moyen  des  forniales  de  ce  9. 


Remarque.    On  a  ea  partout  ici  les  conditions 

Mais  il  est  quelquefois  aisiS  de  tronver  les  valenn  de* 
integrales,  dans  le  cas,  oü  l'on  aorait 

«  ^r'^1  oa  — l^r»^  — OB; 

on'n'a  qua  poser  fT'=l  et  ^^'=1!,  d'oü  ces  conditions: 
»^r'^1  ou  —1^1^^  —  »,  QO^^'^1; 

tandis  que  la  forme  des  fonctions,  pour  r,  comme  pour  g: 

/(l— 2rCo8ar  +  r«)  se  change  en         /(l— 2r'Co8j:  +  r'*)-2fr' 

(1— 2rCosar  +  r«)-»  r'*(l— 2r'Cosj?  +r'«)-», 

.     ^    2rSin:i;  .     ^   2r'Sinj; 

A'c^  T=i*"  —  Arctg  |_^a  , 


de  Sorte  que  la  forme   des   integrales  reste  la  meme  dans  ces 
quatre  cas,  ce  qui  n'a  pas  lieu  dans  les  autres  fonctions. 


N.  B.  Nous  avons  cm  devoir  reserver  pour  la  fin  une  appre- 
ciation  de  la  validite  du  procede  de  differentiation  et  d'inteffration 
par  rapport  k  une  constante  sous  le  signe  d'integration  definie, 
dont  nous  avons  fietit  un  si  frequent  usage.  Pour  pouvoir  appliquer 
rigoureusement  k  une  formule  quelcönque 


2M 


/    f(PfX)dx=tp{p) 


eem-moc^^Bf  il  fant  qa'on  ait  (voyer  entre  autres  les  „'Analy- 
tisclie  Stadien  du  Prof.  Dr.  O.  Schlomilch.  Abthl.  I. 
Seite  9.) 


\ 


Llmy    «8ar=0,  (Y) 


oü 


'-2        dB  <^> 

devient  s^ro,  kireqne  6  decroit  jufqu'ä  fe^o  (od  a  l>i>0). 

Dans  le  cm,  oü  fp(p)  ne  contient  pas  de  x,  comme  il  arrive 
partout  daDs  notrenote«  la  condition  (Y^)  devient  Lime.  /     dx=0 

(TO  qai  est  satisfaite  partout^  pnisque  #    dj?,  poar  0=0  et  b=sn 

m 

c(u=2it,  tftant  vne  constante  it  on  27f,  son  prodoit  avec  e  qui  est 
z^ro«  reste  z^ro  Iui-m4me. 


224 


Druckfehler  im  Sten  Hefte  des  12ten  Theib. 

Seite  281  Zeile  3  von  oben  ist  zu  lesen  Halskreis  statt  Halbkreis. 

1  von  oben  ist  zu  lesen  qx  statt  oor. 
15  von  oben  ist  zu  lesen  aj^dx^-^i^i  ^^tt  a^A^zsi 

4  von  unten  lies  ■>  .  —■-:=-  statt 


»» 

282 

f> 

»9 

282 

»« 

9» 

283 

» 

»» 

284 

9f 

»9 

284 

99 

«> 

285 

99 

988 
290 

99 
9» 

15  von  unten  ist  xn  lesen  i»  statt  ik. 

m 

10  von  unten  ist  zu  lesen  o(  =  oi  statt  ol=^oi. 

9.       V  bq' 

1  von  oben  -^  statt  -^  • 

2  der  Aufgabe  5  ist  zu  lesen  RCN  statt  CRN. 

2  von  unten  ist  zu  lesen  «y— (*H — '  a     —  j)^sg.. 
statt  nV— (^+^     4  '^— ar)«=.... 

„     292    M      17  und  18  von  oben  muss  weniositens  wegfallen: 

„in  Crelle's  Journals  da  der  Bruder  des  Herrn 
Verfassers  des  Aufsatzes  Nr.  XX.  seinen  fiü- 
ber  fSr  das  Crelle*sche  Journal  bestimmt  gewe- 
senen Aufsatz  später  zurückgenommen  hat. 

a 

Druckfehler  im  Isten  Heft  des  13ten  Theils. 

Seite  86  in  den  Gleichungen  (40)   statt  a:,  y,  z  soll  stehen  a,  6,  c. 

„     94,  in  der  Note,    Zeile  1,   statt  ,,Winkellappen''    soll 
stehen  „Winkeifasser'^ 


Id  dem  Aufsätze  XIV.  sind  leider  wegen  Undcutlirhkeit  det  Mann- 
•cripU  wahrscheinlich  einige  Druckfehler  stehen  geblieben.  Ich  bitte 
Herrn  Doctor  Bierens  de  Haan  nach  sorgfältifrer  Durchsicht  det 
Aufsatzes  mir  die  in  demselben  etwa  stehen  gebliebenen  Fehler  aar 
Anzeige  im  Archiv  recht  bald  mitzutheilen.  G. 
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IJelier  HTormal-Carteii  und  IVoriiial« 

Flächen. 

Von 

Herrn  Brenner, 

Lehrer  so   Tuttlingen   im  Kobigreicli   Wnrtemberg. 


A.  Gleitet  eine  Gerade  n  mit  einem  ihrer  Endpunltte  über 
eine  ebene  Cinrve  auf  solche  Weise  hin,  dass  sie  derselben  stets 
normal  bleibt /so  beschreibt  der  andere  Endpunkt  eine  neue  Curve, 
die  wir  Noririaicurve  heissen,  während  wir  der  Erzeogungs* 
Corre  den  Namen  Urenrve  beilegen.  Die  Gerade  a  helsseh  wir 
Erzeugongslinie  und  ihre  beiden  Endpunkte,  beziehlich  ihrer 
I^age  in  beiden  Curven,  correspondirende  Punkte.  Hieraus 
ist  war»  dass  jeder  in  a  angenommene  Punkt  eine  Normalcunre 
beschi;eibt. 

Es  sei  (Taf.  HI.  Fig.  1.)  die  CurveJLJf  mit  der  Abscissenaxe  ^.X, 
während  deren  Coordinaten  durch  x  und  ^  bezeichnet  sein  miigen. 
Ein  beliebiger  Punkt  in  derselben  sei  iv,  in  welchem  BN^a 
normal  steh t^  so  bildet  die  Verlängerung  iVC  die  Normale,  weiche 

gleich  ist  $  V  1  +  dyx^.  Ziehe  ich  BD  und  NE  senkrecht  auf 
AX^  so  wie  ND  parallel  mit  AX,  so  ist  EC  die  Subnorroale 
==ycyx>  und  die  Dreiecke  BDN  und  NEC  sind  einander  ähnlich. 
Bezeichne  ich  die  Coordinaten  des  Punktes  B  mit  x'  und  y' ,  so 
hat  man  folgende  zwei  Proportionen: 

3f  Vl+öyx*:y  =  o:y'— y    und  y  V^T+8y?":y8^*=:  n:  j:' — dr, 
woraus  sich  ergibt: 

imd 

Theil  XIII  16 
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»     v 


und 
zu 


Verbindet  man  hiermit  noch  die  Gleichung  der  Urcorve   « 

3)  y=n:^) 

leliminirt  uu8  allen  dreien  y  und  .r,  so  restirt  eine  GltfIcIlHl    .< 
ischen  x'  und  y,  welches  die  Gleichung  der  NonnalciirTe  wL  ' 

\Vill  ich  auf  die  Normaicurve  ahermal  eine  Rormalcafft 
bauen,  und  zwar  mit  dergleichen  Erzeugungslinie  a,  iedoch  rSck- 
wärts  nach  der  Richtung  BC  genommen,  und  stelle  ich  derea 
Coordinaten  mit  x"  und  y"  vor ,  so  darf  ich  in  den  Gleichungen  1) 
and  2)  dem  a  nur  das  entgegengesetste  Zeichen  geben»  x  darch 
ar',  y  duroh  y\  x*  durch  x^  und  %f  durch  y"^  ersetzen.  Ver- 
wechsle ich  hierauf  noch  alle  Zeichen,    so  habe  ich  ' 

■  '      -         '       •• 

3)  (y-yO  Vi +Sy^»  -«=0, 

4)  .  Cr'— a")  Vl+Sy^«  +  «ay'^=0.       * 
Eliminiren  wir  aus  l)'und  2)  dy«,  so  kommt 

und  nehmen  wir  hievon  das  Differential,  indem  wir  einen  nenen 
ganz  beliebigen  unabh&ngigen  Veränderlichen  annehmen,  so 
kommt 

5)  (y -y)  (ay-öy)  +  (:i:'-a:>Oa:'^&r)=^. 

Eliminirt  man  jedoch  ans  1)  ond  2)  V^i-f-^y«^»  ao  folgt  nnler  der 
selben  Voraussetzung,    aus  der  man  5)  erhalten  hat: 

{^'^y)iy\{x'-x)hx.s.^ 

und  durch  Subtraction  von  5) 

Die  Division  der  beiden  letztem  gibt 

%=%   oder  Si,,  =  ayV, 
und  folglich  auch  ^ 

Zieht  man  endlich  noch  l)  und  3)^  so  wie  2)  and  4}  von  einand^ 
ab,  so  kommt 

y  =  fy"  und  x^=^x" , 
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Hieraiuk  tolg^s  dass  die  nach  angegebeoer  Weise  auf  die  Nor- 
gebaute  zweite  Normalcurve  mit  der  Urcurve  zusammen- 
fiLlh  Qod  dass  demnach  von  einer  Ur-  und  Normal -Curve  jede 
mkt  die'  Nonnaicnrve  der  andern  betrachtet  werden  kann.  Auch 
ttBen  die  normalen  und  Krümmungshalbmesser  beider  filr  corre- 
•pooditende  Punkte  zusammen. 

Während  man  nun  fiir  die  Crcurve.hat: 


Tangente  =y  Vi  +  8ar,«» 
Subtangente  =  yBjPy, 

Normale  =  Vl+ö^x*, 
Subnormaie  =  y  dyx ; 

so  ist  fär  correspondirende  Punkte  der  Normalcurve: 

Tangente  =  dx^  {a^y  STl  föyx*) , 
Subtangente  =dxy\^y^  ^\ld    V  ' 

Normale  —a^y  V 1  +  dy^, 
Saboormale  =:9«jti«/H — 7=====i). 

Beide' Curven  haben  dieselbe  Abgewickelte^    und  der  Kram 
numg^baÜNBesser  der  Normalcurve  ist  lur  correspondirende  Punkte 
tt»  m  grSMer,  als  der  der  Urcurve. 

Ab  Beispiel  fiir  den  Uebergang  von  einer  Urcurve  zur  Nor- 
saalcarve  mt^en  di^  Kegelschnitte  dienen.  Ihre  allgemeine  Glei- 
^«ig  ist 

Daraus  ergibt  sich: 

N 

3y«=  ,  y  ^      "  ^=.   und 
"     .  V  2;>x  +  qx* 

m 

"    ^^^i^BS  in  1)  und  2)  substituirt,  gibt 


228 


•p*  +  9^*  V^STTfi? 


Die  Elimination  vun  x  zwischen  diesen  beiden 
fOhrt  zu  einer  sehr  eonibinirten  Gleichung  zwischen  gf  nnd  ^. 

Nehmen  wir  aber  die  Gleichung  des  Kreises  y*-f '^v'» 
hat  man  : 

Dadurch  gehen  1)  und  2)  über  in: 


und  diess  gibt: 


ry  _   rar' 


Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung: 

iy«4-jr:2=r*,   so  kommt  y''+j:'*=(a+r)'. 

Die  Norraalcurve  des  Kreises  ist  demnach  wieder  ein  Krdi^ 
folglich  beide  einander  ähnlich.  Diese  Bemerkung  fllhrt  mr  fan- 
genden   Untersuchung : 

B.    Beschäftigen  wir   uns  mit  der  Frage: 

Welche  Ciirveii  liefern  Normalcurren ,  die  ihnen  äbnlicb  tind? 

Zum  Behuf  dieser  Untersuchung  darf  man  nur  in  den  Glei- 
chungen 1)  und  2)  y'^=^cy  und  x*=cx  setzen»  so  bat  man: 

(c  — l)y  V^rf%7«-a=0  und 


I 


Die  Integrale  dieser  beiden  Gleichungen,    so  wie  die  Eliminati^'^ 
von  dy«  aus  beiden  liefern  nach  einander: 


2.     2     '^Oy_a^^C^ 

y  ^^  "~c~i""(c-.i)*' 


a« 


wo  C  und  O  aus  den  Integrationen  hervorgegangene  Constant€<' 
sind. 

Alle  drei  Gleichungen  aber  geben  den  Kreis. 
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Noch  untersucheo  wir,  ob  nicht^die  obigeo  zwei  Differential- 
idchuDsen  durch  sin^lSre  Werthe^ befriedigt  werden.'  Bekannt- 
A  ,ehm>t  sich  der  einer  Differentialgleichiing  zukommende  siur 
olire  werth  am  Kflrzesten  ^dadurch ,  das«  man  deren  allgemeines 
il^ral  in  Beziehung  auf  die  Constante  differentiirt,  und  zwischen 
BBi  Inlep;ral  und  mesem  Differential  die  Constante  selbst  elimi- 
irt  Befriedigt  der  aus  der  Eliminationsgleichung  gezogene  Werth 
[r  ff  (oder  a)  die  Differentialgleichung,  hingegen  das  ^Integ^al 
chi,  so  hat  ;nan  einen  singulären  Werth^  iUif  solche  Weise 
rhSlt  man: 

C=a:(c— 1)  und  C=y(c— 1), 
id  femer  ^Is  wirkliche  singol!ure  Werthe: 

I 

ofern  man  das  positive  Zeichen  för  y  und  das  negative  fSi^  x 
immt  Beide  Gleichungen .  zeigen  aber  die  gerade  Linie  an. 
'araas  zieht  man  den  Schluss,  dass  es,  ausser  dem  Kreis  und 
BT  geraden  Linie«  keine  Curven  gibt,  denen  ihre  Normalcurven 
lollch  wären. 

C  Ohschon  die  Gleichungen  der  Normalcurven  meist  von 
Ar  Gombinirter  Natur  sind,  so  bietet  deren  Rectification' und 
'nadratur  dennoch  keine  grosseren  Schwierigkeiten  dar,  als  die- 
nigen  der  Urcurveii. 

Stellen  wir  uns  zwei  einander  unendlich  nahe  liegende  Krütt- 
iHOMihaJbmesser  in  beiden  Curven  vor,  welche  paarweise  einan- 
BT  deckeo,  so  ist  der  KrCimmungshalbmesser  der  Urcurve  gleich 

ad  der  correspondirende  der  Normalcurve 

8«»  . 

dxd»s—dyd*x  +  "' 

'0  $  den  Bogen  der  Urcurve  bezeichnet.  Stellen  wir  nun  durch 
'  den  correspondirenden  Bogen  der  Normalcurve  dar,  so  hat  man: 

8«»  ./  Bm^  .    \     .    fl, 

dx3*s—dy8*a; '  \3xB>y—dyd»x  +«y — «'«» ' 

oraus  sich  ergibt: 


ti 


o  '•  ä""5« srsr  =  8«' — Bt :  8« 

OXO*lf  —  01/tFX 


-/>       x_    8 j;8«jf  —  8y8»j: 
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dx 
Nun  aber  ist  —  g-  die  Tangente .  des  Winkels  w,  den  die  Nw- 

*  dw  ■ 

male  mit  der  Abacissenaxe  macht,  d.  h.  ^S^^^^Jl:»   vronna 

C0Sf<7*  ""  Sy* 

Da    nun    cos  ic*  =  -^-^ »     so  ist 


r.    __  dxd^y -^dyd^jc 


und  so  hat  man 

3  («' — s)  :=  a8to  und  #* — #  =  oic  +  C 
Sind  die  beiden  Grenzen  des  Winisels  u>  gleich  «/  und  i^,  «eisl 

Es  ist  aber  to''  •— to'  der  von  den  üussersten  Noimalen  eingesehlos- 
sene  Winicel,  und  a^to" — w')  ist  der  von  diesem  Winkel  einge- 
schlossene Kreisbogen  y  beschrieben  mit  dem  Radius  m.  Hienu 
ergibt  sich  der  .8a&: 

Man  findet  den  Bogen  einef  Normalcurve,  wenn 
man  den  entsprechenden  Bogen  der  Urcurve  an  des- 
jenigen KreisDogen  vermehrt,  welcher  mit  dem  Radiss 
a  in  dem  Winkel  beschrieben  wird«  dendie  äussersteo 
Normalen  mit  einander  machen. 

E^sci  ferner  (Taf.  lII.Fig.2.)  ^i^eine  beliebige  Curre, über  welche 
in  ihrem  Mittelpunkt  G  eine  Gerade  CD  normal  dahingleitet,  so 
sei  der  FlÜchenraum  gesucht,  den  diese  Gerade  CD  in  ihrem 
Laufe  beschreibt.  Ist  EF  eine  der  CD  unendlich  nahe  Lage, 
so  ist  GH=tis,  und,  weil  CEFD  ein  Paralleltrapez  ist,  indem 
die  Punkte  C  und  D  Norraalcurven  beschreiben,  auf  denen  CD 
gleichfalls  normal  ist, 

Flächengehalt  CDFE—adi, 

wenn  man  CD=a  setzt.    Diess  gibt  für  den  ganzen  beschriebe- 
nen Flächenraum: 

wofern  s*  und  s"  die  äussersteri  Grenzen  der  Curven  bezeichnen.. 
So  haben  wir  den  andern  Satz: 

Gleitet  eine  Gerade  mit  ihrem  Mittelpunkt  normal 
über  eine  Curve  hin,  so  beschreibt  sie  einen  Flächen- 
raum, welcher  dem  Produkt  aus  der  Länge  der  Curve 
und  der  Geraden  gleich   ist. 
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Eben  so  ist 
folglich  Ist 


U''=:u  +  Uf  + 


n8y 


wofern  Im  letzten  Posten  die  Grenze   {xf  \oAet  anch  (y)']  md 
im  uneinsletzten  die  Grenze  {x)'  [oder  auch  ^)']  genommen  wM. 

D,  Gleitet  eine  Gerade  a  mit  einem  Ihrer  Endpmikfe 
nach  allen  möglichen  Richtungen  normal  Aber  eine  FUche  Üb, 
80  beschreibt  der  andere  En^unkt  eine  Fläche,  die  wir  Nor- 
mal fläche  heissen,  während  die  erstere  Urf lache  beissen  mag. 
Uieraiis  ist  klar«  dass  auch  jeder  Punkt  in  Jener  Geraden  eine 
Normalfläche  beschreibt.  Was  man  hier  Erzengungsllniet  so 
wie  correspondirende  Punkte  beisst,  geht  aus  den  ErUi- 
mngen  in  A.  hervor. 

Die  Gleichungen  der  Normale  einer  Fläche  sind: 

x"  -x-\^dzs{z"  —%)—Q 
und 

y" -y  + 825,(2" -i)=0, 

wenn  x"j  y"  und  2!'  die  Coordinatcn  der  Normale  selbst  beieich- 
nen.  Der  Punkt,  in  dem  diese  Normale  die  Coordinaten -Ebene 
{x,y)  schneidet,  findet  sich,  wenn  man  2''= Null  setzt,  und  dann 
folgt : 

x"=^X'\-zdzx,    y"  =  y+zBzy. 

Nun  aber  ist  die  Länge  der  Normale  [vom  Punkte  (xyi)  der 
Urfläche  an  bis  auf  die  Ebene   (xy)  gerechnet] 

oder 

Normale   =2  \^T+KsHS^' 

demnach    die    correspondirende    l^änae   der  Normale  der  Normal- 
flache 
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Beieidraen  wir  nun  die  Coordinaten  der  NorihalflSche  mit  ^,  ^ 
«od  2^,  und  stellen  durch  a^  und  y^  die  Coordinaten  des  Pupktes 
«r,  Id  wefchem  die  Normale  die  Ebene  (xy)  schneidet,  so  haben 
wir 

=  z:x', 
woraus  folgt 

1)  (ar*  — a:)  V^l  »:  81,«  +  81,«  +  adzx  =  0 , 

2)  (y'-y)  Vi  +  Sx,«  +  81,»  +03x^=0. 

3)  (»'—*)  V  l  +  8z,«  +  8jj,«-^a=0.  ,..   ' 
Durch  gegenseitige  Division  leitet  man  noch  ab: 


*) 


dzs JP" — X 


/  2'  —  2 

?aadrirt  man  aber  1),  2)  nnd  3)  und  addirt,   so  heben  sich 
artialdifferentiale  weg^  und  man  hat 

7)  (x'-  ^)H  (3^'-y)*  +  (2'-«)«=a«. 

Von  den  Gleichunsen  4),  5)  und  6^  ist  jede  die  Folgeränff 
der  beiden  andern.  Wnl  man  daher  die  Gleichune  der  mrmal- 
flicbe  herstellen,  so  eliminire  man  aus  1),  2)  und  3)  und  der  Glei- 
chong  der  Urcurve ,  oder  aus  dreien  der  4)  bis  7)  und  der  Urcurve 
X,  ly  und  2. 

Legt  man  durch  die  Erzengungslinie  a  eine  beliebige  Ebene» 
so  schneidet  sie  dieUr-  und  Normalfläche  in  z^-ei  Curven»  von  de- 
nen die  erstere  als  Ur-  und  die  letztere  als  Normaicurve  zu  be* 
trachten  ist;  und  da  jede  dieser  Curven  als  Normaicurve  der 
andern  angesehen  werden  kann,  so  folgt  daraus,  dass  diese Tan- 
gential-Ebenen  coirespondirender  Punkte  parallel  sind,  und  dass 
demnach  von  beiden  Flächen  jede  die  Normalfläche  der  andern  ist 

Die  Gleichungen  der  Normalflächen  stellen  sich  In  der  Regel 
in  sehr  combinirter  Form  hin.*  Jedoch  weisen  die  aneegebenen 
Eliminationen  von  x,  y  und  z  für  die  Ebene,  die  Ki^gel,  den  ge- 
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m 

meineD  Cylinder  und  Kegel»  beziehlich  dieselbe  Fliehe  nach.  Die 
Ebenen  kunnen  sowohl  als  bloss  ähnliche ,  als  auch  als  (xnisraeKle 
Flächen  betrachtet  werden,  während  alle  Kuceia  iknlitoS  sis^ 
Ferner  sind  zwar  gemeine  Cylinder  nur  dann  äinliqh,  weoa  Ibi« 
Höhen  ihren  Durchmessern  proportional  sind;  alleia»  da. die  GM* 
chung  eines  Cylinders  dessen  Hohe  keine  Beschränkung  gibt,  ■• 
müssen  wir  bei  gegenwärtiger  Betrachtung  Ur-  und  Piormalcylin* 
der  als  ähnlich  betrachten.  Um  aber  das  Verhalten  des  Nensal- 
kegeis  zum  zugehörigen  gemeinen  Urkegel  auszuinittelBf  stdiw 
wir  dessen  einfachste  Gleichung  dar  durch: 

Hieraus  hat  man: 

wodurch  sich  die  Gleichungen  1),  2),  3)  umwandeln  in: 


(y'~y)VT+:!*  +  ^=a, 


(2'  — 2)  Vl+2**— a=0. 
Aus  der  letztern  ist 


2  = 


x-=x 


und  wenn  man  i  aus  den  zwei  erstem  eliminirt: 

E2^VTT3^— «        Hj. 

Setzt  man  diese  drei  Werthe  in  die  Gleichung 

2»=i4«(a:*+ya), 

so  kommt 

2''*=2l«(ar'«+y'«), 

wenn  man  setzt: 

Demnach  ist  der  Normalkegel  dem  Urkegel  congruent. 
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E«  Wie  liei  den  Normalcurven,  dereo  Recüficaftion  and  Quar 
ratar  Terniittelst»  der  Gleichungen  ihrer  Urcnrven  durcbgeführt 
erden  konnte ,  so  iSsst  sich  fdr  die  Nornialflächen  deren  Qua- 
ralnr  und  Cubatur  mit  Hilfe  der  Gleichungen  ihrer  Urfläche  er- 
litteln. 

Denkt  man  eich  durch  z>vei  einander  schneidende  und  unend- 
pfa  nahe  liegende  Normalen  der  Urfläche.  und  daher  auch  durch 
ie  denselben  corres|iondirenden  und  mit  ihnen  zusammenfallenden 
orroalen  der  Normalfläche  eine  Ebene  gelegt,  so  schneidet  sie 
eide  Flächen  in  zwei  Curven.  Von  diesen  Curven  stellen  wir  das 
irischen  beiden  Normalen  liegende  Element  der  Urcurve  dorcb 
t  und  das  der  Normaicurve  durch  dtf,  so  wie  die  respectiven 
rfimmungsbalbmesser  durch  r  und  r'  dar,  so  hat  man  ottenbar: 

dis:di'  =  rir'9 

4glicb: 

r  r 

eil  r^^a+rm 

Eruier  und  Monge  haben  zuerst  gezeigt»  dass  man  von  einem 
)  einer  Oberfläche  gegebenen  Punkte  nicht  nach  beliebiger  Rich- 
ing  gehen  kann,  um  zwei  sich  schneidende  Normalen  und  folg- 
ch  wirkliche  Krümmungshalbmesser  zu  finden,  dass  es  aber  in 
er  Tbat  zwei  aufeinander  senkrechte  Richtungen  gibt»  in  denen 
rfches  im  Allgemeinen  der  Fall  ist,  und  zwar  sind  die  i  beiden 
TflnunangslialbmeMer  ungleich  und  fiudeo  sich  vermittelst  der 
lelchung:  *    - 

1(1  +ai,»)3«ry-2ai,ai^z,,,+(l+Ö,^»)  S«z,]  r  Vl+BzsHS^\  =0. 

Schlagen  wir  nun  eine  auf  obige  Richtung  senkrechte  Rieh- 
ng  ein,  und  bezeichnen  •  die  neuen  Curvenelemente  und  Kröm- 
angshalbmesser  respective  mit  da,  d& ,  q  und  q\  so  haben  wir 
»enfalls: 


d^^d6--^=^Qr 

9  Q 


lese  gibt  ftir  das  FUchen-Element  der  Normalfläche 


ad  für  die  Fiieh«  adhmU 


u'=ffäsac  +  aJfdulo'-±SiSL. 
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Das  erste  Integral  ist  die  quadrlrte  UrflXche,  die  sieb  bekai^liick  • 
▼ermittelst  des  Integrals 

ffdxdy  V^r+&?  +  V 
findet,  und  obscbon  dsda  nicht  gleich  ist 

80  Ut  dennoch 

wofern  beide  Integrale  zwischen  denselben  Grenzen  mnonnen 
werden.  Denn  stellen  wir  uns  in  der  Oberfläche  einen  Punkt  vor, 
um  welchen  beide  Elemente 

dxdy  V  1  +  Six*  +  S^  und  dsdo 
genommen  sind,  und  es  sei 

dsdc=ndxdyW  1+Si**  +  ft^» 

so  kann  man  sich  für  dieselbe  Region  die  Funktion   — ~ —     di»- 

selbe  GrHsse  habend  vorstellen,  indem  sie  sich  nur  um  iniendlicii 
kleine  Zuwachse  verändert,  wenn  man  vom  Element  dsdfs  zum 
andern 


übergeht,  so  dass  demnach  auch 

a,dc.  i^i^  =  n  dxdy  \^l+ax,«+av .  ?^^ . 

Also  hat  man: 

1)  u'=  rCdxdy  Vl+8z,*+aii« 

\a ff  dxdy  V^H^i-HT^.Cl^« 

Der  zwischen  der  Ur-  und  NormalflSche  liegende  Körper  bil- 
det eine  Schaale,  und  der  zwischen  den  einander  correspondiren- 
den  Flächenelementen  di'dc'  und  dida  liegende  Theil  dieser 
Schaale  einen  abgestumpften  Keil,  dessen  Hone  ==.a,  und  dessen 
die  Parallelogrammen  Grundflächen  einschliessenden  Kanten  dtf^  de* 
und  dsy    da  sind. 
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Fflr  diesen  abgestampften  Keil  findet  sich  aber  der  cubische 
Inhalt 

Und  setzt  man  hier  wieder: 

ds'=ds^^  und  d(f=da  — -^ 
and  entwickelt/  so  kommt 

nnd  ans  denselben  GrOnden,  wie  oben  bei  der  Quadratur: 
2)        V'- aCCdJFdy  V^r+fei^  +  ai* 

In  diesem  Ausdrucke  ist  bemerkenswerth ,  dass  das  rechte  In- 
tegral einen  prismatischen  Korper  repräsentirt ,  dessen  Grundfläche 
gleich  der  UrfUtcbe  und  dessen  Höhe  gleich  der  Erseugungslinie 
a  ist. 

Um  r  und  q  durch  ihre  Funktionen  in  x  und  y  zu  ersetzen, 
hat  man  nicht  nothwendig,  die  obige,  rund  a  liefernde  Gleichung 
aufzulösen,  indem  sich  unmittelbar  aus  derselben  ergibt: 

In  1)  nnd  2)  kann  man  in  den  meisten  Fällen  vortheilhaft  je 
das  zweite  Integral  in  zwei  zerlegen,  nach  der  Zerlegung  von 


und  von 


Qi^r  +  a  .     Q-j^r       a 
— -— -  in  — 1-  ■— 


3(p  +  r)+2a.    3(g+r)     2ö 
rif  '"      fQ     +  rg 


Fflr'den   Fall,   dass  d^z^^— d*z«,y*=:0   ist,    Ist  einer  der 
Krflmnungshalbmesser  unendlich.    Der  andere  dagegen  ist 


V 
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wodareh  die  beiden  Wertfae  fflr  tt  ond  v'  dbergeben  in: 

und 

Ist  aber  noch  überdiess 

so  sind  beide  KrOnimunffshalt/messer  unendlich  gross 9  was  z.  & 
bei  der  Ebene  der  Fall  ist.  In  diesem  Fall  bleil^n  voo  vi  und  ff 
nur  die  ersten  Integrale.    Wählen  wir  als: 


1.  Beispiel. 

Die  Quadratur  und  Cubatur  des  gemeinen  Norniaikegels.    . 
Die  Gleichung  desselben  ist: 

Da  hier  3*2x8*1»— 8*2x,y*  =  0,  so  ist  der  eine  Krummungshalbme« 
ser  unendlich»  der  andere  aber  ist: 

A 

Da  man  nun  hat 

l+8ix»  +  82,*=l+^*, 
so  ergibt  sich: 

Das  erste  Integral  ist  die  Oberfläche  des  Urkegels  und  das  let£* 
tere  gibt»  indem  man  zuerst  in  Beziehung  auf  y  integrirt« 


23» 

"weldw .  »mIi  twiichM  den  GrtnsMi 


y-0  und  jfsz^  -^^ 


x^ 


xo  nehmen  ist,    wofern  h  die  Höhe  des  Keeels  rorstellt.    Dies« 
gibt 


-#v 


dxdy 


oder 


[v^^-- 


*-a\ 


'=:iaA  I  dx\o^ 

m 

Nan  setze  man  a;  =  -28ioA',  80  ist 

dx  =  -|  cos  A^  dX, 
lind  unser  Integral  gelit^nacb  und  nach  über  in: 

=  aAsin^og  (^Sr")  -ahJdXs\„Xd  [|or(^^)] 
=«Ä  sinJTlog  (— ^^--)  +  ahX. 

I 

Will  man  zuerst  die  halbe  Oberfläche  des  Normal  kegeis ,    so^ 
nimmt  man  dieses  Integral  zwischen  den  Grenzen  ar=0  und  x=:0, 
d.  h.  zwischen  A=:0  und  X^=:^n,  und  verdoppelt  es  zuletzt  lär  die 
ganze  Oberfläche.    So  findet  sich: 

Fflgt  man  das   erste  Integi^al,    oder  die  Oberfläche  des  Urkegels 
Dodi  hinzu,  so  bat  man: 

k 

irenn  man  den  Halbmesser  der  Grundfläche  ~j  =  A  setzte    Unter 


I 


240 

BenOtzong  der  obigen  Integrale  ergibt  eich   ferner  der 
Inhalt  (der  Scbaale) 

ü'=a«(ÄVll«+Ä«+ii*). 
Wir  .nehmen  als: . 


2.  Beispiel 

Die  Quadrator  und  Cubatur  dee  Normal  -  Umdrehnngspanbeieidce. 
Die  Gleichung  der  UrflSche  ist: 

Hieraus  ergibt  sich: 

ond  diese  Wertlie  liefern: 

iL-     >  1 

Wir  haben  uns  nun  mit  der  Entftickelung  folgender  drei  h* 
tegrale  zu  beschäftigen: 

Hier  können  wir  für  x  und  ^  auf  Polar -Coordinaten  QbergeheOf 
und  setzen  wir  den  Radios- Vektor  =ru,  so  dass  tc>=a:^-|-^y  uii<l 
den  \VinkeU  den  derselbe  mit  der  Abscissenaxe  macht «  =0»  so 

stellt  sich  die  Gleichung   des  Umdrehungsparaboloides  einfachst 

1 
dar  durch  z^^'pti'- 
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li  DQo  das  FUchenelemMt  tlxdy  durch  ududv  ersetze 
'erwandeln  sich  obige  Integrale  in : 


fj  ududv  Vl+p«t«« , 
Jfududv+Jf^f^,. 


fflt 


ududv 


+  phi^)i ' 


aan  die  Fläche  oder  den  .cubischen  Inhalt  des  ganzen 
es ,   so .  hat  man  die  Integrale  in  Beziehane  auf  v  zwl- 
Grenzen  v=zO  und  v=^in  zu  nehmen »{una  hat : 


2»  /  udu  +  2ä  /j 


2l/(T 


uäu 


itegrationen  vollziehen  sich  leicht,-  wenn  man  setzt: 

l+/l*t«*=IO*- 

»  Hohe  des  Paraboloides  gleich  A,  so  ist 

A        1         • 

ich  die  Grenzen  von  tf  gleich  0  und  gleich  w  —  •  Aul 
le  hat  man: 

^[(l+2M)»-l]. 

2«r  1       -1" 

€  OberflSche  zu  haben  >  müssen  wir  das  zweite  Int^nral 
d  das  dritte  mit  f^^  multipliciren  und  hierauf  alle  drei 
Diess  gibt  die 

n.  ,  16 
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OberflSche 


i^    i 


Will  man  aber  den  cubiscben  Inhalt  (der  Schaale) ,  so  ist  da 
erste  Integral  mit  a,  das  zweite  mit  ^pn"^    ond    das    dritte   nit 

^fj^a^  zu  roiiltipliciren  undbieraaf  alle  drei  zu  addiren.  So  koaai 

Cubischer  Inbalt 

=  ««  jJ|[(l+2pA)'-l)]+«(*+|«)  +  '^'»8(*+^*)-|V^p|" 

E.  Will  man  aber  obige  Integrale,  statt  zwischeo  Gfonzei 
von  x  und  y,  zwischen  bestimmten  Grenzen  von  x'  und  g*  neh- 
men, die  wir  durch  (x'y,  (u/)"  und(v^',  i^)"  bezeichnep,  so  wer- 
den sich  die  Grenzen  Ton  x  und  y  darnach  bestimmen. 

Setzen  wir  nun  die  Grenzen  (a:')',  {oTf  und  (y')',  (y')*  oaci 
einander  beziehlich  in  die  beiden  Gleichungen 

(x'^x)  V  1  +S2x*  +  8x^  +  abis=9. 

80  stellen  sich,  mit  Hilfe  der  Gleichung  der  Urcürve»  selbst  wen 
(y'y  in  Funktion  von  {x*)  und  {y')"  in  Funktion  von  {xTji'  gege- 
ben wären,  vier  Gleichungen  zwitschen  y  und  j?  dar,  und  wir  bezeich- 
nen die  daraus  hervorgehenden  Funktionen  y  von  x  mit 

b)  y=P{x),     ' 

c)  y=r{x), 

d)  y=f\x). 

Sind  (Taf.  III.  Fig.  4.)  ^ Ä  und  ^  F  die  Coordinatenaxen  der  Ebene 
(xy) ,  80  sei  die  Curve  BD  durch  die  Gleichunc  a),  JEC  durch  b), 
^C  durch  c)  und  DE  durch  d)  dargestellt  und  das  Viereck  BDEC 
repräsciitirt  die  Grenzen ,  zwischen  denen  die  Integrale  zu  nehmes 
sind.^  Verbindet  man  die  Gleichungen  a)  und  c)  mit  einander,  so 
bestimmt  sich  dadurch  der  Punkt  B,  dessen  Abscisse  wir  durcb 
Xy  bezeichnen,  a)  und  d)  bestimmen  den  Punkt  />,  dessen  Ab- 
scisse wir  =0:2  setzen,  b)  und  c)  bestimmen  C,  dessen  Abscisse 
=0:3  und  endlich  bestimmen  b)  una  d)  den  Punkt  £,  dessen 

Es  ist  nun  aber  Viereck 


244 


V  ((a),  b),  c)  ond  d))  statt  y  substituiren ,  und  zwi«cb0A  JbeUca 
das  noch  flbris  bleibende  x  elimlniren.  Die  ElimioatioDssleidinc 
wird  dann  jec^smal  die  gesnchte  tiieichimg  zwisdie«  ar^  3^  M 


z"  jener  Öberflkchen  sein. 

Die    theilu-eise  Coordinaten  •  Vcn^-andlunff  im  obigen   sfreÜn 
Beispiel  fiQlirf  uns  aeiir  der  Betrachtung  im  folgenden  Aufsatie. 


IJelber  gemischte  Coordinaten.' 

Von 

Herrn  Brenner, 

Lehrer  kii  TiiUlin^^en  im  Königreich  Wiirtemberg. 


Es  ist  bei  der  Behandlung  der  Knrper,  so  wie  bei  deijeliieen 
der  Flftclien  und  ("urvcn  des  Kanmcs,  oft  sehr  zwecl^mässiff»^  statt 
der  reinen  rechtwinkligen  oder  statt  der  reinen  Polar -Coordinaten 
ein  Gemisch  derselben  in  Anwendung  zu  bringen.  Diess  kann  ge- 
schehen, wenn  man  die  Axe  :  unverändert  ßCsst,  dagegen  statt 
X  und  y  einen  in  der  tLbene  (xy)  liegenden ,  bis  an  die  Projektion 
eines  betrachteten  Punktos  gezogenen  Radius -Vektor,  und  den 
llV'inkel  a  nimmt,   den  dorselne  mit  der  Axe  x  macht. 

Die  Formeln  zur  Cubatur  und  Quadratur  der  krummen  Ol>er- 
flkchen,  so  wie  zur  Kectification  der  Cunen  des  Raumes  gestal- 
ten sich  fiir  gemischte  Coordinaten  wie  folgt. 


A.    Cubatur. 

Denkt  man  sich  im  Körper  einen  beliebigen  Punkt,  Iftsst^  des- 
sen Radius -'Vector  um  f/r,    den  Winkel  o  uro  rfa  und  x  um  <ls 


US 

wachsen ,  so  bestimmen  die  drei  auf  einander  senkrecht  stehen- 
den Kanten  tlr,  rda  und  dz  ein  Parallelepipedum,  dessen  Inhalt 
rdrdzdx  Bat..  Demnächst  ist  der  cubische  Inhalt   V  des  KOrpers 


=/// 


rdrdzda  ■ 


B.    Quadratur  der  Oberfläche. 

Es  stelle  (Taf.  III.  Fig.5.)  BCG  einen  mit  der  Ebene  (xy)  oder  (ro) 
parallelen  Durchschnitt  dar,  in  der  Entfernung  2  des  letztern  von 
{ra),  und  eben  so  C  einen  in  obieem  Durchschnitt  fizirten  Punkt. 
Auch  sei  AX'  mit  der  ursprQQglicnen  Axe  der  a:  parallel ,  so  dass 
j^CA2^=^a.  Nun  lasse  man  a  um  da  wachsen ,  so  dass  BAC 
=  dtt.  Dann  wird  BE=:dr  sein»  so  genommen,  dass  z  constimt 
-gedacht  ist,  wodurch  BE^zdvada  wird.  Hierauf  denkt  man  sich 
X  beliebig  um  dz  wachsend  und  legt  durch  z  und  AC  eine  Ebene. 
Dieser  Schnitt,  so  wie  der  mit  (ra)  parallele  und  von  (ra)  um 
x  +  dz  entfernte  Schnitt  wefden  sich  in  der  krummen  Oberfläche 
in  einem  Punkte  schneiden,  den  wir  D  heissen.  Ziehe  ich  nun 
▼on  i)  ein  Loth  DD*  auf  AC,  so  stellt  CD*  das  Wacbsthnm  von 
r  vor,  80  genommen,  dass  nurzvariirt,  dagegen«  constant bleibt. 
Demnach  ist         - 

Ciy—Brzdz. 

Das  gesuchte  Elementarparallelogramm  hat  nun  als  Seiten  die 
Linien 

vnd 

DC=dzVTTSn^' 

Der  Cbstnos  des  von  ihnen  einp;eschlossenen  Winkels  ergibt  sieh 
aber  hach  der ,  sphärischen  Tngonometrie,  wenn  man  cobBCI^ 
jtft  caU)Cß'  nraltiplicirt.    Demnach  ist: 

co8DCB=coBDCiy .  coaBCiy 

er»  ^a 


folglich 
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Demnach  das  filemeotarparallelogram  «elbat 

SS  BC.  DC.8\nDCB=dmh  Vi^l+ar.«)+ar;». 
So  findet  sieb  also  die  krumme  Olrerfliche 


Fz=  rCdadz  Vr«(J  +8r.*)+8??  • 


C.  Uectification  der  Linie  des  Raumes. 

• 

Hier  findet  sich  nur  Eine  unabhfingige  Ver&nderliches  und  wir 
nehmen  «  als  solche  an.  Die  Transversale  des  Parallelepipednms» 
dessen  Kanten  sind  rda,  drada  und  dzadcc,  ist  aber  gleich 

da  \^r«  +  8z««  +  arä». 
Demnach  findet  sich  der  Bogen  unserer  Curve 

Als  Anwendung  hievon  geben  wir  Folgendes: 

a).  Eine  ebene  Curve  bewegt  sich  mit  sich  selbst  parallel 
nach  einer  auf  ihrer  Ebene  senkrechten  Richtung ,  während  sie 
noch  überdiess  um  eine  feste  Axe  rotirt,  so  dass  der  Rotations- 
winkel der  Erhebung  stets  proportional  ist  und  dass  eben  jene 
Axe  auf  genannter  Ebene  senkrecht  steht.  Es  soll  nun  die  Glei- 
chung der  von  der  Curve  bescbriel)enen  Oberfläche  dargestellt 
werden.  Es  befinde  sich  in  der  Ebene  (crt/)  (Taf.Ill.Fig.6.)  die  Curve 
Ib,  fiir  welche   die  Gleichung  yz=.f{x)  gegeben   ist    Hat  sie  sich 


jekti 

rend  wir  die  Axe  z  in  die  Rotationsaxe  verlegen.  Nehme  ich  in 
LB  den  beliebigen  Punkt  C  an,  und  ziehe  das  Loth  C/>,  so 
ist  CD  die  Ordmate  und  ED  die  Abscisse  desjenigen  Punktes, 
von  welchem  C  die  Projektion  ist,  und  setze  ich  l5/>=7  JT  und 
CD=  y,  so  findet  zwischen  X  und  Y  dieselbe  Gleichung  statt, 
wie  zwischen  a:  und  y,   d.  h.  man  hat 

F=/-(A). 

Den  Drebungswiiikel  XEa:  setze  ich  =ßy   so   ist  bekanntlich: 

JC;=y  sin/3  4- o"  cosj3 , 
y=.yco6ß — .r  sin/3. 

Allein  da  /3  dein  :  proportional  iftit,  so  setzen  \vir/3=^i  und  haben 
so  die  Gleichung: 
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4 

Setzen  wir  nun 

yssrsina 
und 

no  nimmt  diese  Gleichung  folgende  Form  an: 

rein  (ff — il2)=/Xrco8(«— A)J. 

1.   Beispiel. 

Setzen  wir  als  Erzeugnngslinie  eine  Gerade,  die  durch  die 
Rotationsaze  geht>  so  ist,  wenn  sie  Anfanes  mit  der  Abscissen- 
aze  selbst  zusammenfallt,  5f=A,  d.  h.  Äx=:^  die  gesuchte  Gleichung 
der  erzeugten  Oberfläche,  und  es  weist  sich  demnach  r  von  z 
und  a  ▼Qlng  unabhängig  aus. 

Wollen  Wir  nun  zuerst  den  von  unserer  Fläche  begrenzten 
Körper  cubiren»  so  haben  wir 


''A^^Sf'''^' 


wo  r  zwischen  den  Grenzen  r^O  und  t:=^r*  genommen  ist.  Hier- 
auf kommt 


^fß^J'adz. 


ff 

'WO  das  Integral  mit  a=0  beginnt.    Die  andere  Grenze  aber  ist 
maaAMi  irod  so  haben  wir: 


V=\r'^ArzfU=:\r'^i^A , 


wo  auch  hier  das  Integral  mit  2=0  anfängt.    Nimmt   man  eine 
▼olle  Umdrehung,  so  ist  z=-^,  und  man  hat 

also  gleich  der  Hälfle  eines  Cy linders,  dessen  Hube  =z  und  Ra- 
dius =r. 

Ffir  die  Quadratur  der  Oberfläche  ist  die  Formel 
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F=  ffdadi  Vf*(l  +  3r,«)+8ri^ 


unbrauchbar 9  weil  fBr  diesen  Zweck  nothwendig  ist,  Awam  a  tui 
t  von  einander  unabhängig  sind,  während  im  vorliegenden  Falh 
r  völlig  unabhängig  ist,  und  zwischen  z  und  o  die  Gleichnnff  exi- 
stirt  Az  =  ay  eine  Bemerkung,  die  sich  in  Beziehung  auf  die  Cv 
batur  nicht  machen  lässt,  well  hier  dz  im  Innern  des  KSrpeis 
ganz  beliebig  genommen  ist  und*  die  Abhängigkeit  jtx=sa  erst  . 
nach  der  Integration  in  Beziehung  auf  a  bei  der  einen  Creme  sm 
Vorschein  kommt.  Es  ist  daher  nuthig,  die  Abhängigkeit  anf 
eine  andere  Veränderliche,  etwa  auf  z  zu  werfen,  so  dass  als-  ' 
dann  r  und  a  als  unabhängig  erscheinen.  Auf  diese  Weise  ha- 
ben wir 

8r.=  ^  und8r«  =  g^  =  -g;j^g;;:=g^. 
So  bat  man  denn: 

Fz=  fTdttdrV^il+dz^+dxa^. 

Nun  aber  ist  dzr=0  und  dza='-k»  folglich 

Die  Integrationen  aber  geben: 

F= ^-—3  [r  VTmV*  +  ^log  (rA  +  V  i+Ah^)]  +  C\ 

wo  C  und  O  die  beiden  eingegangeneu  Constanten  sind. 

Für  r=0  ist  auch  der  Fiächengehalt  =Null,  und  soll  eraoe^ 
fiSr  a=0  gleich  Null  sein,  so    hat  man: 

wo  lär  eine  ganze  Umdrehung  a  durch  in  zu  ersetzen  Ist. 

Verbinden  wir  mit  der  Gleichung  Az=:a  noch  rzzzCf  w(^  | 
eine  Constante  vorstellt,  so  haben  wir  die  Schraubenlinie.  W^^^ 
len  wir  sie  rectificiren,  so  ist 


dza=-j    und  öra=0  > 


daher 
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«reon  $  mit  a  =0  anfangen  soll.  ElimiDirt  man  A  and  c ,  so  kommt 

und  filr  'eine  ganze  Umdrehung 

fficlies  ^e  Hypotenuse  des  rechturinklieen  Dreiecks  ist,   das  i, 
s  OBd  den  Umkreiis  des  Cylinders  vom  Raoius  r  zu  Catbeten  liat. 


2.  Beispiel. 

Setzen>wir  eine  Gerade,  die  nicht  durch  die  Rotatlonsaxe  z 

geht,  so  kennen  wir  sie  uns  Anfangs  mit  x  parallel  in  einer  Ent- 
imung  ty  =  a  denken.    Alsdaim  ist 


T^^ 


sin  (a  —  Az) 
die  Gleichung  der  Oberfläche. 
Die  CulxatuK  gibt  zuerst:« 

-iJJeinia-Ax)* 

=  y /*«/»  [C-cot(«— Js)J , 

wo  ^C  die  «ingegangcne  Constaote^  oder 

=  ^  /*<b[cot(a'— A)— cot(«*-  ^)1, 

wedn  mao  dieses  Integral  zwischen  den  Urenzen  a=a'  unda=a* 
nimmt  • 

Kefimen  wir  nun  das  Integral  in  Beziehung  auf  z,   so  haben 
wir 

wo  C  die  Constante  ist. 


250 


Soll  der  Cubikinbalt  fiir  z=0  verschwinden,  so  ist 


und 


logC=-logg^$ 


„      a* ,     |"8iiu«'slii(o"  — A)~| 


Diess  ist  der  cubische  Inhalt  eines  KOrpers,  der  einerseits  vos 
der  IcninMnen  Oberflfiche,  anderseits  aber  von  swei  parallelen  ua 
i  von  einander  alistehenden  Ebenen,  so  wie  von  awei  andern  md  ^ 
den   letztern   senicrecht   stehenden    und  sich   unter  dem  Winkel  * 
d* — o'  in  der  Rotationsaxe  schneidenden  Ebenen  eingeschlossen  Ist 

Zur  Quadratur  der  Oberfläche  aber  hat  man,    unter  AnireB- 
düng  der  Formel 


aus 


und 


^  __     qcos(g— ^ilx) 
^"""~sin(a-il2)« 


-        ^lacos  (« — Ai) 
ör%^= — r 


sin(a-:.4z)« 
äubstituirt  man  diese  Werthe,  so  ergibt  sich: 

==  -  2  "  /  ^^  cotg(a— A)  V  1  +  -4«a*cotg(a  —  Az^ 
-  2äJ^^^^^^  [^acotg(«-^i)  +  Vi  +  A^a^ cotg(«  -  ^)«J  +  C. 

Sucht  man  diejenige  Fläche,  die  von  einem  bestimmten  Theil 
der  Geraden  erzeugt  wird,  der  beim  Anfang  der  Bewegung  zwi- 
schen den  Grenzen  a=zaf  und  az=z(/'  enthalten  ist,  so  ist  obiges 
Integral  zwischen  den  Grenzen  az^a' +  Az  und  a^^c^  +  Az  -zu 
nehmen  und  dann  kommt: 
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'F=  \  «'  (cot«'  v"i+^a«cot«'»  -  cot«*  vnrn??cöu^] 

ir  die  Grenzen  i=:0  und  2=2'. 

Wird  Don  durch  eine  j^radlinige  Figur,  vermittelst  oben  be- 
chriebeoer  Beweg^ung,  ein  Korper  erzeugt«.  80  ist,  ivenn  die 
iiwidflMcbe  (eben  jene  Figur)  gleich  G  gesetast  wird,  das  KSrper- 
tonent  desselben 

dV^Gdi, 

liglich  F=:Gx,  wenn  das  Integral  mit  1=0  beginneo  soll. 

Es  folfft  hieraus,  dass  man,  um  den  cubisehen  «Inhalt 
libes  solchen  KOrpers  zu  bestimmen,  nur  die  Gründ- 
liche mit  der  Hohe  multlpliciren  darf.  Zur  Bestimmung 
ler  OberflSche  jedoch  dient  obige  Endformel  Rlr  F.  Nehmen  ww 
te  Erzeugungsfigur  z.  B.  das  gleichseitige  Dreieck,  dessen  Seite 
sj^,  and  msen  sich  dasselbe  um  seinen  Mittelpunkt  drehen, 
le  ist 

9 

;weite  tt^sx-g-y  sa  dass  • 

cotga'  =  +  V3^  und  cotg«'"  =—  V5". 

Heraus  ergibt  sich  fiir  die  ganze  OberflSche  des  erzeugten  Köc- 
hers nach  einigen  Reduktionen: 

hihstltitiren  wir  aber  dem  gleichseitigen  Dreieck  ein  Quadrat  mit 
!er  Seite  g,  so  ist  a  =  S~»  und  nimmt  man 0^=  j »  so  ist  a^^z-j-, 
otff'=l  und  cot</'= — 1.      Diess  gibt: 

F=^'  ^4T^  +  '4  (log  ^9±>r^S). 
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Wollen  wir  aber  eine  Oberfläche  quadriren,  die  durch  Um  Bewe- 
gung einer  ebenen  Curve  erzeugt  wird»  so  stellen  wir  ms  die- 
selbe. Wie  diess  bei  der  Differentialrechnung  immer  der  Fall  M, 
als  aus  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  geradeo  Linie«  be- 
stehend vor,  so  dass  jedes  da'  ein  Stock  derseibeD  ^Kwischen/sieh 
fasst,  indem  wir  uns  die  Curve  in  der  Ebene  (xy)  liegend  vor- 
stellen. 

Die  Formel 

F=  2  oi[coia'  Vi+Ahi*cotä^ -  cota"  Vl  +  i4*a«cot«^J 

j_/      Aacoit^  +  V^i  +A*a*cot  a'*\ 
+  2  ^  V  ®^  ^acoto-' + Vl+^««cöS?«/ 

wird  demnach  die  Oberfläche  eines  unendlich  schmalen  (Mwun- 
deoen)  Streifens  der  Oberfläche  geben,  wenn  "wir  o*  — ir=ri/a' 
setzen  9  und  a  die  Entfernung  des  l^trachteten  Elementes  der  Curve 
oder  dessen  Verlängerung  vom  Fusspunkte  der  Rotationaaze  i 
darstellt. 

Setzt  man  aber  in  obiger  Gleich  uns  a^=ztt'  -{-M^  wo  <ic(^  das 
Wachsthum  von  a'  vorstellt,  so  entwickelt  sich  als  Dilemtial 
der  Oberfläche,  wenn  wir  auch  von  et"  den  Apostropbeo  weg- 
lassen , 

sina'         ■ 

Will  man  hier  integriren ,  so  ist  vorher  noch  der  Veränderliche  ü 
aus  der  Gleichung  der  Curve  in  Funktion  von  tt  herzustellen.  Es 
ist  aber  für  jede  ebene  Curve,  deren  Gleichung  zwischen  den 
rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y  gegeben  ist. 


Nehmen  wir  als 


3.   Beispiel. 


Einen  Kreis,   der    sich   nach    oben   angegebener  Weise  an 
einen  Punkt  in  seiner  Peripherie  bewegt^  so  ist  dessen  Gleicboog 

und  hieraus 

r/= — 0:=:— *rcosa=  — *2/2coso*, 
und  dies«  gibt: 

dF=  ^2Uzda  cot a«  VTHÄ*3«cösä«cötä» • 


I 
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I 

-  I 

Nimnt  man  das  Integral  hievon  zwischen  den  Grenzen  «=0  mkl 
ce=^,  und  verdoppeU  es,  sa  ht^t  man  die  ganze  Oberfläche. 

Man  k5nnte  sich  die  Aufgabe  stellen,  Curven  zu  bestimmen« 
die  dag  Integral  der  Oberfläche  in  endlicher  Form  liefern.  Hie- 
bei  dOrlle  man  nur  a  so  bestimmen,  dass  der  Ausdruck: 

elti 

die  verlangte  Integrabilität  besässe,  wo  dann 

dil»  Gleiebiing  der  gesuchten  Curve  darstellen  wiirde.    Setzt  man 
s.  B.  «sscota  oder  a=tgcr,  so  hat  mau 


oder 


dF===  -  2  cot  o  €/ (cot  a)  VTHM^cöto* 


cot«  ' 


dpd 


xdy — y        .r 


oder 


sind    die    Differentialgleichungen    der    ;Eugehörigen   Erzeugungs 
Gurren.  ' 

b)  Gleich  zweckmässig  erweisen  sich  gemischte  Coordinalen  fSr 
die  Anwendung  auf  Curven,  welche  auf  gegebenen  Oberfläcben 
eine  constante  Neigung  haben. 

Man  stelle  sich  irgend  eine  Curve  des  Raumes  vor  und  lege 
eine  beliebige  mit  {xy)  oder  (ra)  parallele  Ebene  TAX'  (Taf.  Ul. 
Fig.7.),  welcne  die  Curve  im  Punkte  A  sehneidet,  so  ist  ^A gleich  dem 
Radius •  Vector  r.  Denken  wir  uns,  von  R  aus  genommen,  ein 
Element  d$  der  Curve,  so  sei  Jlf  die  Projektion  des  andern  End< 
Punktes  P  auf  die  Ebene  TAX'.  Es  ist  alsdann  PMR  ein  recht- 
vinidiges  Dreieck ,  in  welchem  der  Winkel  PRM  die  Neigung  der 
Curve  ist    Wir  seUen  tgPRM=:  A, 


Da  nun  PM=di  und  ßiir=  Vr«d««  +  dr»,  so  ist 

rfx=^Vr«rfo*+«fr« 
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oder 

wo  man  sich  nur  Einen   unabhängigen  VerSnderlicheDf   etwa  $, 
zu  denken  hat,  weil  man  es  mit  einer  Curve  zu  tbun  hat. 

i 

Verbindet  man  mit  dieser  Gleichung»   in  welcher  A,  ßit  coi-   i 
staute  Neigung,  unveränderlich  Ist,    die  Gleichunsc  der  kmouBei 
Oberfläche  >  so  ist  dadurch  die  gesuchte  Cur?e  vüllig  bestimni 


1.  Beispiel. 

Es  stehe  ein  gemeiner  gerader  Kegel  mit  seiner  Gnmdlieke 
auf  der  horizontalen  Ebene  {ra),  so  ts£  wenn  R  gleich  dem  Bi- 
dius  der  Grundfläche'  und  A  gleich  der  Hohe,  die  Gleichnis  des- 
selben 

fi(*-2)  =  Ar, 
womit  sich  noch  verbindet 

Diess  gibt  dz= »   ,  und  eliminirt  man  dz,  so  kommt 

A^8r* 

welches  gibt 

8r__        ARda 

wo  das   negative  Zeichen   genommen  ist,  weil  r  abnimmt,  n-eno 
a  wächst    Die  Integration  liefert 

loi'r= j. .==  +  C. 

Nimmt  man  an,    dass  für  den  Anfang,    wo  r=:A,  0=0,   9f>v^ 
C^logA  und 


r  _  '  ARcL 


oder 


ARa 


2S5 

WO  e  die  Basis  der  natdrlicben  LoffariAiMu.  Da  r  mir  fiir  <r=c  oc 
ffleicb.Nall  werden  kann,  so  enreicfit  die  Curve  die  Spitze  des 
Kegels  Dur  nach  einer  unendlichen  Anzahl  von  Gängen. 

Die  Rectification  dieser  Curve  aber  vermittelt  sich  durch  die 
Glelcbaog 


=Jda  V^?+ö;^?+8i3'. 


Durch  Elimination  von  r,  dra  und  dza  entwickelt  man 

Rh  VTfAi    r  ,       "vi 


ARa 

FS  +  f- 


Nimmt  man  den  Anfiiag  des  Bog«ns  (lir  a=:0,  go  ist 
und 

ARa 


Die  ganze  Curve  ergibt  sich  fQr  «=:=  od,  und  dann  hat  man 


2.   Beispiel. 

Substituiren  wir   dem  Kegel   ein  Ümdrehungsparaboloid ,    sp 
ist  dessen  Gleichung 

2p(A-i)=r«, 
welche  verbunden,  mit 

die  Gleichungen  der  Curve  liefern. 
•    Die  erste  gibt       ^ 


folglich 
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woraus  man  ableitet 


Die  Integration  bewerkstelligt  fiic|i  bald ,  wenn  man  «etat 
und  80  kommt 

Soll  für  z  =  0  auch  a=0  sein,  so  ist  r>=2pA  und 

und 
Apa=:  \^-p*A'  -  Vr»— pM« 

eine  Gleichung,  welcher  man  vermittelst  der  Formel 


tg^    tg'^-tgU  +  ^jy 


tg 

und  einiger  Reduktionen  folgende  Form  geben  kann: 

tg  (V2ph-p*A!^  —  STi^-p^A^ — J;;a) 

pA{2ph''r^) 

""  2ph  xTr^^^A^  +r*VTph-'p^A^ ' 

die  in  Verbindung  mit 

die  Gleichungen  der  Curve  darstellen. 

Da  r  nicht  =Null  werden  kann,  ohne  dass  obige  Endglei- 
chune  etwas  Imaginäres  darbietet ,  so  folgt  daraus ,  dass  die  Curre 
den  Scheitel  gar  nicht  zu  erreichen  im  Stande  ist.  Der  kleinste 
Werth,  den  man  r  geben  kann,  ist  r  =  pA,    und  diess   gibt  den 

grOssten  Werth  för  z  =  h  —  KpA^. 


237 

iireck  der  RectificaAoo  hat  mto 


P^ 


rrfr. 


lan  t  mit  >sO,  d.  b.  mit  r*ssS||7A  be^noen  lassen,  so 


man  ßjr  r  den  möglich  kleinsten  Werth  t^A  ,  so  ist 


3.   Beispiel. 

en  wir  dieselbe  Theorie  auf  ein  Umdrehuugs  -  Eilipsoid 
D  grusster    Kreisdurchschnitt  mit  der  Homontalebene 

mit 

aben  (tir  die  GUeichung«  desselben  ^  wenn  a  und  b  die 
baxen  der  erzeugenden  Ellipse  sind,  r'=6^-^'^x*,  wo- 
erbindet 

itet  man  ab: 


A^.^^%y['^^±^, 


man  sich  leicht  zmn  Integral  hin: 


17 
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'tg|_\  ^«A»(A«— r«)        J""         Ab       tgLf    («»+.4«Ä^(*«-f« 

+c. 

LSs8t  man  den  Winkel'  a  beginnen  mit  r  =  b,  so  bat  man 

«  

und  w\x  können  unserm  Integral  leicht  die  Form  geben: 

^6         tgLy  rä(aH^2^2)_^Ä64j  — tgL\  r«(aH-4^5^i«< 
oder  wenn  wir  r*=6* 52*  setzen: 


Auch  hier  erreicht  die  Curve  den  Scheitel  nicht,  indem  sid  des 
z  kein  grosserer  Werth  geben  lässt  als  2=-  ^  ,    , 

kleinerer  als  r=:  ^ /— - — —7^» 

Für  die  Rectißcation  aber  haben  wir 

oder 


,/,=_l^Ci±£\ 


r//r 


— » 


Ab ,         V^Ä^^r« 
dessen  Integral  ist: 

Lassen  wir  s  mit  «=0  oder  r=A   beginnen,  so  ist  C=Oi 
und  es  ist: 

Für  die  ganze  Curve  aber  ist: 
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~  aM  o«  + 


J« 

^«6«' 


Fflr  den  besondern  Fall,  dass  das  Ellipsoid  in  eine  Kaeel  Aber- 
eeht,  deren  Radias=A,  hat  man  a=b  =  B,  und  die  beiden  Glei- 
chuagen  der  Cnrve  sind: 


r«=Ä«-z« 


und 


«= 


A       tg 


wSfarend 


B 


Melkt.  Fflr  ^  0une  Cnrve  aber,  wo  >  nur  bis  anf  xsx~fLjx 
wachsen  bann,  ist 


R 


IT* 
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Hierauf  setze  icb: 

jlACB^u), 

'     ZCGL^ra; 

so  hat  man: 

BC=:rcosio, 
*  AB=:zrB\aw, 
CZ) = r  COS  tr  sina , 
BD'=>  r  C08W  cos« , 
GL:==B  cosa,  #  ' 

CL=zB8ina; 

uod  hieraus  folgt  fdr  die  Coordinaten  des  Atoms  A:  ^ 

X = e  COS« -f  7*  costo  sina » 

z=€siii«  — rco8<i7Cos«.  • 

Durch  die  Rotation  entsteht  eine  von  der  Rotationsaxe  ab 
gehende  Centrifugalkraft,  und  denken  wir  uns  dieselbe  jedem  Atom 
eingeprägt 9  so  können  wir  den  Körper,  wenn  und  wofern  er  eine 
gegen  die  Rotationsaxe  unabänderliche  Lage  angenommen  bat; 
als  im  Gleichgewicht  beOndlich  betrachten,  indem  sich  dessen 
▼on  der  Rotation  abhängige  Lage  im  Räume,  wegen  der  constant 
vorausgesetsten  Rotationsgeschwindigkeit,  leicht  angeben  lässt 

Bezeichnen  wir  diese  Geschwindigkeit  mit  u,  so  ist  die  Cen- 
trilügalkratt  des  Atoms  A 

z^u^.AO  nach  der  Richtung  OA. 

• 

Lassen  wir  r  um  dr,  w  nm-  du>  und  c  um  c2£  wachsen,  so  kann 
fluin,  wenn  die  Dichtigkeit  des  Körpers  mit  q  bezeichnet  wird, 
die  Masse  des  Atom^  ausdrucken  durch 

^  Qrdrdedw, 

Es  ist  demnach  die  Grösse  der  Bewegung  desselben  nach  der 
Richtung  OA  gleich 

m 

^"^rdrdidw.AO, 

Zerlegen  wir  diese  Kraft  in  ihre  Compösanten  nach  den  Axeii 
X»  ^  und  z,  60  nahen  wir 

die  parallel  mit  :r  wirkende  Kraft = — gtihdrdidw.cosA  OB 

'  ^  

^—QtflrdrdsdwiE'T'-icoBa — rsin«cos«o). 
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die  parallel  mit  y  wirkende  Kraft  sz  —  ^«rMnbcfo •imo» 

Pf  ,y        '  „      2  >,  „  =  NuU. 

■ 

Dagegen  wirkt  parallel  mit  der  Axe  der  x  die  Schwere  g,  folglich 
ist  die  mit  z  parallel  laufende  Grosse   der  Bewegung 


=  — ggrärdidw . 

Endlich  setzen  wir  noch  den  Druck ,  der  in  G  auf  den  Kur* 
per  ausgeübt  wird,  parallel  mit  x.»  y  ^^^  ^>  gleich  u,  v  und  w, 
während  die  Coordinaten  dieses  Punktes  alle  gleich  Null  sind. 


Somit  gestalten  sich  die  sechs  Bedingungen   dea   Gleichge- 
wichts, wie  folgt: 

^^^  _  • 

Für  die  den  Coordinaten  parallelen  Kräfte  t 
l)  u — Q9^  1 1 1  rdrdedwiE — €cosa*-'i»sinaco8io)^0. 

Für  die  Momente: 

4)  ^*///  ^drd€dwBmw(€COBa  +  rco8föB\ntx) 

—  Qü^  III  /^r/rfif^c/if;8into(£J  — €COsa— rsina'costr).=0> 

5)  gq  III  rdrdsdw(EC08ai-rcoswsiucc) 

"^  ^*  / //  '^^'^^ ^^ (esina — rcostrcosa)  (!:<'— €cosa—irsioacosio)s0i 

6)  gQ  III  r^drdBdwsinw 

—  p «'  /  /  /  ^^fi^dsdwainto{€sincc — rcostrcosa)  =  0. 

Nehmen  wir  als  einziges  Beispiel  eine  cylindrische  Stange, 
deren  Axe  mit  GH  zusamnientalit,  so  sind  die  Integrale,  wenn 
die  Länge  der  Stange  =/.  und  der  lluibnirsser  ^zzzR,  \\\  Bezie- 
hung auf  e  zwischen  den  Grcnxüii  £=^0  und  €=/,  in  Beziehung 
auf  r  zwischen  /*  =  0  und  /'=:/^,  und  in  Beziehung  auT  w  zwi* 
sehen  u?=0  und  ti? ~27C  zu  nehmen,  80  dass  alle  Integrationen* 
seihst  in  ihren  (irenzen,  von  einander  unabhci'ngig  sind. 
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M«fi  hat  ab«r»  iwiscben  den  GreDsen  «c»=:0  oml  tiDs=:27c: 


_  / 

/  dw&i 

f 


dwainw^= — coawssQ, 


6inu)  cos  tc  = — T  cos2w = 0 , 


Man  wird  daher  alle  Differentiale«  in  welchen  sinüs  und  co« 
sinus  von  w  und  deren  Produkte  zum  Vorschein  kommen»  weg- 
lassen und  nur  cosio^  beibehalten.  Mittelst  dieser  Bemerkung  wird 
mao  bald  haben: 

7)  ti=e«*Ä^^(jE  — j/cosflr), 

8)  w=^gQ  t^ni  =  dem  Gewicht  der  Stange. 

Die  Gleichungen  4)  und  5)  aber  werden  identisch  Null,    während 
3)  Uefort: 

9)  6<9r/cosa~6£J&%rna  +  «*sinacosa(4^— 3Ä^)=0, 

welche  zur  Bestimmung  von  a  dient 

Fdr  den   Fall,    dass  man  nur  eine  materielle  Linie  im  Auge 

hat,  kann  flit  7)  und  8}  R  nicht  deich  Null  sein,   weil  die  Linie 

in  diesem  Falle  die  wirklich   mathematische  Linie  wäre.     Allein 

qR^iat  gleich  der  Masse  der  Längeneinheit,    die  wir  fiir  die 

.  materielle  Linie  =  m  setzen. 

Ellnffegen  muss  in  9)  wirklieh  A=0  sein,  weil  auch  bei  der 
niiterlelten  Linie  R  gegen  /  verschwindet.  So  haben  wir  alstf 
Rlr  die  materielle  lilnie,  wenn  wir  deren  Länge  =:f'  setzen: 

10)  u  =  mB^r{E-^^lfcoBCL), 

11)  w=:mgts 

12)  3^cosa^3£<r*8ina  -f  2^  {(?sincrco8ix==0 . 

Betrachten  wir  aber  den  Fall ,  wo  es  sich  um  einen  auf  einer 
steifen  mathematischen  Linie  sitzenden  Atom  m  handelt,  so  ha- 
ben wir  bloss  nöthig,  die  zwei  rechten  Seiten  von  10)  und  11) 
in  Beziehung  auf  /'  zu  differentiiren ,  und  tir  mit  m  sich  ver- 
schmelzen  zu  lassen;  hingegen  12),    welche  bereits  mit  l'^  ^^ 
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dividirt  worden  ist«  wieder  mit  ¥^  eu  noltiplicirmiy  «nd  yenii 
ebenfalls  In  Bezieliung  auf  /'  zu  differentiiren.  Auf  solche  Wcita 
haben  wir,  wenn  die  Länge  der  steifen  Geraden  =1^  ist; 

13)  tt  =  wi»*  {E  -—  f  coscr) , 

14)  toz^mg, 

15)  gcoBa^Ea^ina  -f-  f'a^sinaeosa^O . 

Die  aus  u  und  w  [13)  und  14)]  zusammenffesetste  ResaHaote 
niuss  mit  der  Axe  jr  dien  Winkel  a  mach^.  In  der  Thal»  setil 
man 

u  ~  ^(£;-rcosa)~***' 

so  entwickelt  sich  hieraus  t5).  Diese  Bemerkung  IBsst  sieh  we- 
der fOr  die  cylindrische  Stange,  noch  für  die  materielle  Linb 
machen,  denn  dort  wurde  jeder  Atom  für  sich  eine  andere  Gleicli- 
gewichts-Lage  annehmen.  Jeder  Atom  stört«  wegen  das  festen 
Zusammenhanges,  den  andern,  und  die  Gesammtwirkung  ist,  dass 
die  Axe  GH  eben  den,  durch  D)  oder  12)  Kiestimmten  Winkel  a 
mit  der  Axe  ac  macht  Diess  zeigt  sich,  wenn  man  l  oder  t  etwa 
um  dl  oder  ///'  wachsen  iSsst,  und  dabei  zusieht,  ob  dadurch  auch 
o  einen  Zuwachs  erleidet.  Differentiiren  wir  daher  9)  und  12)  in 
Beziehung  auf  a ,  /  und  /',  so  haben  wir ,  wenn  noch  respectif e 
9)  und  12)  selbst  mit  den  entstandenen  DifferentialgleiciiBSgen 
verbunden  wird: 

j««    sintt«cosg^(4/«  +  3/g«) 
da-iU^^.    ^co8a»  +  f;ir«sina» 

und 

.2»*  sina^cosa* 


da=iir 


3     ^costt'  +  Etflsina^ ' 


Diese  Gleichungen  liefern  nur  dann  //a=0,  wenn  entweder 
sina=0  oder  cona^=0.  Allein  9)  und  12)  können  unmöglich  diese 
Werthe  gehen,  wenn  nicht  einer  der  Werthe  g,  /,  E,a  der  Null  gleich  ist 
Es  erleidet  demnach  a  für  jeden  Werth  o,  den  die  Gleichungeo 
9)  und  12)  darbieten,  einen  Zuwachs,  wofern  /  oder  /'  einen  sol- 
chen erfahren. 

Sehen  wir  jetzt  zu,  unter  welchen  Bedingungen  unsere  drei 
Fälle  gleiche  Neigungswinkel  a  liefern.  Dividiren  wir  9)  mit  6/ 
und  12)  mit  3,  und  vergleichen  hierauf  die  entstandenen  Gleichun- 
gen mit  15),  so  geben  9),  12)  und  15)  denselben  Winkel  a,  wenn 
man  hat: 

10)  r—       ^^      -3*     2    / 

und 
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stellen  wir  u  fiir  jedeo  Quadranten  in  dessen  Grensen  dar,   und 
bezeichnen  diese  Grenzwerthe  durch 

£s  ergibt  sich  nun  Hlr  den  ersten  Quadranten: 

«|7r= — Ob. 

Es  geht  demnach  u  im  ersten  Quadranten  durch  Null  and  zwar 
nur  einmal;  denn  sobald  qtfffi  ^osser  geworden  isf  als  p^t-rimt, 
vrXchst  dasselbe  fortwährend  und  sehr  rasch  bis  auf  oo . 

Fiir  den  zweiten  Quadranten  ist: 

Also  geht  u  in  diesem  Quadranten  nicht  durch  Null ,  weil  es  auch  \b 
Zwischenraum  nie  negativ  wird. 

FGr  den  dritten  Quadranten  Ist: 

U7E=P, 

Demnach  geht  hier  u  durch  Null,  und  zwar,  wie  im  ersten  Qiia- 
dranten,  nur  einmal. 

Endlich  Ist  för  den  vierten  Quadranten: 

Allein  hier  ist  keine  absolute  Unmöglichkeit,  dass  im  Zwischeo* 
räum  u  nicht  negativ  würde.  Um  diese  Frage  zu  entscheiden, 
suchen  wir  (für  den  4tei>  Quadranten)  das  Maximum  und  Mini- 
mum von  u  auf.    Wir  haben : 

dua=^    •     m  --cosa=0, 
cosc" 

woraus 

cosa  =  (jf^ . 

Soll    ein  Alax.   Min.    stattfinden,    so    muss    demnach    nothwendig 
r/  <  1  sein.    Setzt  man  aber  den  Werth  cosa  =  ^i  in  u,    so  folgt: 


te  ma  die  GrßsMTp^  (1—^)1  pomtiv,  so  geht  u  nicht  dorch 
mll;  M  68  aber  oegmthr,  so  liefert  die  €leichiiiig  18)  zwei  neue 
^vertiie  Dir  m,  aber  aiech  nicht  mehr  «le  xwei ,  weil 


nur  Einen  Werth  haben  kann.    Ist  aber 


9»  9» 


•0  xeigt  diese  nur  Einen  weitern  Werth  fär  a  an.  Fassen  wir  das 
Besnltat  der  ganzen  Untersuchung  zusammen,  so  haben  wir: 

E     a)    der  erste  Quadrant  enthSlt  unbedingt  eine  Gleich- 
gewichtslage; 

b)  der  zweite  gar  keine; 

c)  der  dritte  unbedingt  eine; 

^)    der  vierte  eine,  wenn  ^^=(1  —  ^1)'  und  zugleich  ^<I; 

„        zwei,  wenn />2<(l—^i)»    „  „  ^<1; 

keine,    wenn  p*>(l  — 9*)',  obschon    auch 
wäre  i7<l; 

o        „       jedenfalls  gar  keine,  wenn9>l. 

Ersetzen  wir  p  und  q  durch  ihre  Werthe,  so  verwandeln  sich 
4le  Bedingungen 

p« < « >(l - 9l)«  und  flr 0 1 

Uk  die  Gleichung 

»)    ia  dß^PK, =>«<[(4P— 3fi«)l  -  (6£/)J]  und  6£/<  >4/«-3Ä»; 
12)    in  9^« <  =  > «4 [(2/0^  —  (3£)}]3  und  SfJ <> 2/' ; 
15)    in  .^<=>«*[n^£IJ»  und  £;<>r.       * 

Was  die  wirkliche  Aufsuchung  der  Werthe  von  a  betrifft,  so 
dient  die  seitherige  Betrachtung  sehr  zur  Erleichterung,  und  es 
ist  vortheilbafter,  sich,  statt  der  Gleichung  des  vierten  Grades 
zwischen  tga,  der  Gleichung  18)  zu  bedienen.  Da  man  weiss,  in 
welchen  Quadranten  diese  Werthe  zu  suchen  sind,  wird  man  ludd 
einen  o^  haben,  welcher  der  18)  beinahe  genügt  Hierauf  wird 
man  denselben  verbessern  vermittelst  des  Werthes 


Ffir  die  Aufsuchung  der  Werthe   des  vierten  Quadranten  ist 
^,  wofern  sie  existiren  und  wofern 
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siemlich  klein  ist,  immer  vortheilhaft,  als  ersten  Nftlierwigsireitt 
coso'^ol  ZQ  nehmen.  Denkt  man  sieh  hieraaf  f&r  o'  eioen  Za- 
wachs  h,  so  wird'  man  nach  dem  Taylor*schen  Lehnats  & 
Gleichung 

p-ytg(a'+Ä)+sin(a'+Ä)=0  • 

nach  Potenzen  von  h  entwickeln ,  und  zunächst  erhalten : 

p- ,tg«' +  810«-+ A(co««'-^)- ^(^ +!)•!■«'=•. 

wenn  man  sich  mit  der  zweiten  Potenz  von  k  begnAgen  iriL 
Hier  ist  aber  der  CoelBcient  von  h  gleich  Mall,  und  eisetit  sn 
coso''  durch  q,  so  kommt 


"*"  f   o  sinir 

Der  eine  dieser  Werthe  bietet  die  Correction  für  den  dnen  nad 
der  andere  für  den  anderen  Werth  von  0/ dar.  Uebri^ens  istmu 
im  Stande,  die  Aufgabe  durch  Construction ,  vermittelst  einei 
fi^reises  und  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  zu  lösen. 

Denken  wir  uns  die  Länge  der  cyiindrischen  Stange  oder  der 
materiellen  Linie  von  Null  an  wachsend,  so  werden  diedrf** 
punkte  aller  dieser  Längen,  das  System  stets  im  GleichHirichl 
gedacht,  eine  Curve  darstellen.  Das  Gleiche  wird  der  Fall  seil, 
wenn  wir  statt  obiser  Endpunkte  die  Schwingungsmittelpunkte 
nehmen.  Für  den  Schwingungsmitteluunkt  gehen  aber  die  Glei- 
chungen 9)  und  \2)  in  15)  über  und  diese  ist  es,  welche  die  voa 
allen  Schwingungsmittelpunkten  beschriebene  Curve  darstellt,  ie- 
dem  r  als  Kadius-Vector  angesehen  wird.  Gehen  wir  fiber  aif 
rechtwinklige  Coordinaten,  so  haben  wir  zu  setzen: 

sina=^   und  cos€ir=w 

und  haben 

gx — Et/hf  +  «•jry=0. 

Den  Coordinaten-Anfang  verlegen  wir  in  einen  andern  Punkt,  od(1 
setzen  zu  dem  Ende: 

x=za  +x'-, 

wodurch  wir  erhalten: 

07a  +  sHö  -  öEu^)  +  (y  +  iiH)x  +  B^{a^E)y  +  »«ay =0. 
Setzen  wir  a^zE  und 
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*=-„^. 


Eg 


«' 


eine  gleichseitige  Hyperbel  anzeigt «  deren  rechtvdnldig^ 
Aten  zagleieh  ihre  Asymptoten  sind;  und  zwar  ist  die  eine 
Dte  die  Drehungsaxe^'  AT,   während  die  andere  unterhalb 

allel  mit  GX  am  die  GrOeee  \   liegt. 

I  man  daher  diese  Aufgabe  durch  Construetion  losen  >  so 

tn  vorerst  zwischen  den  angegebenen  Asymptoten  und  ver- 

Eq 
der  Gleichung  ya:=— ^     eine    Hyperbel    construiren   und 

▼on  G  aus  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  beschreiben  mit 
Ibmess^r 

f  = — rg^ oder  r=j/'. 

* 

ikte^.in  denen  der  Kreis  die  Hyperbel  schneidet,    werden 
Iciigewichtslagen  angeben.  —   Daraus  folgt  wieder,    dass 
weniger  als  zwei,   und  nie  mehr  als  vier  Gleichgewichts-- 
»ben  Kann.    Auch  lassen   sich  hier  noch  leichter  die  übri- 
g;en  Folgerungen  entwickeln. 

Frage  über  das  stabile  und  nicht  stabile  Gleichgewicht 
ichiedenen  Lasen  entscheidet  sich,  wenn  wir  die  Unter- 
;  nur  für  den  Kotationsmittelpunkt  anstellen.  Ist  nun  die- 
;elpunkt,  den  wir  uns  um  einen  sehr  kleinen  Winkel  |  aus 
Eichgewicht  gerückt  denken,  der  Punkt  C,  so  wirkt  auf 
3D  nach  der  Richtung  CL  die  Schwere  g  und  nach  der 
S  FC  die  Centrifugalkraflt 

««.FC=««(£:-/"cösa). 

I  wir  beide  Kräfte  nach  der  Richtung  CB^  so  haben  wir 
auf  C  wirkende  Kraft  (nach  dieser  Richtung) 

\jrcosa  — «*(E — /'cosa)si(ia. 

nach  den  Gesetzen  der  Dynanlik: 

/''rf*J  +  ^  cosa— ««(£;— /"cosa)sin«=0, 

Differential  in   Beziehung  auf  die  Zeit  i  eenommen  ist. 
a'  der  für  das  Gleichgewicht  gefundene  Winkel,    so  ha- 
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Wir  können  daher  die  obige  Gleichung  nach  PotenieD  tm  ti 
entwickeln,    und  wenn  wir   annehmen,    dass  £  eine  sdir  kUi 
Grosse  nie  überschreitet,    alle  h5hern  Potenzen  Teniachliarigci. 
Auf  solche  Weise  haben  wir,  bedenkend  dass  nach  16) 

g  cosa'  —  tt*(E-^P  cosoO  sina'  =0, 

fd^^  +  £  [^'»*  (coso^  -  «in«'«)  -  fir^cosa"— ^iiK<]  =0; 

und,  weun  wir  vermittelst  15)  Pa^  ellminiren  nnd 


/"^  sin«' cosa'       "" 


setzen, 

wovon  das  Integral  ist: 

1=  Csiu  (eV^)  +  Ci  cos  (e  V^) . 

Da  £  der  Voraussetzung  gemäss  sehr  klein  ist  and  bleibt,  m 
mfissen  es  auch  C  und  Q  sein.  Diese  Voraussetzirog  TechtfB^ 
tigt  sich  nicht-,  und  $  kann  zu  einer  bedeutenden  GrCsse  aowacb- 
sen,  d.  h.  das  Gleichgewicht  ist  nicht  stabil,  wenn  /f  eme  nm- 
tive  Grosse  re])räsentirt,  weil  in  diesem  Falle  die  trigonometriscftt 
Grössen  in  ElxponentialgrOssen  übergehen. 

Die  Gleichung 

. g  costf^^  +  Ea^  sin«'^ 

/"sino'  cos«' 

zeigt  aber  ftir  den  ersten  Quadranten  eine  negative  Grösse,  folg- 
lich ist  hier  keine  Stabilität  anzutreffen.  Hingegen  ist  A  för  deo 
dritten  Quadranten  positiv,  woselbst  also  eine  stabile  Lage  ist. 
Im  vierten  Quadranten  aber  hat  man 

gcosa'^  —  jEw^sin«'' 

I  Sin«  cos« 

Stabilität  ist  demnach  vorhanden,  wenn 
Verwandeln  wir  nun  15)  in* 
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und  eliminiren  aus  dieser  und  aus 


tg«'»-^,<0 


y 

\ 


die  tg€t',  so  führt  uns  diess  auf     . 

und  gerade  diess  ist  die  Bediogung,  unter  welcher  för  den  vierten 
Qoadranten  zwei  Gleichgewichtslagen  existiren.  Daraus  folgt,  dass 
beide  dieser  Lagen   stanil  sind» 

Da  nvA  die  oben  dargestellte  Hyperbel  ihre  CQOveze  Seite 
de?  Ümdrehungsaxe  zuwendet,  so  folgt  daraus,  dass  sich  die 
nntMn  Theile  der  rotireDdcn  Stange  von  ihrer  eigenes  Gleich-, 
gewichtslage  so  entfernt  haben,  dass  sie  von  der  Axe  abgewen- 
det sind.  Da  ferner  z.  B.  im  ersten  Quadranten  kein  stabiles 
Gleichgewicht  statt  findet,  so  haben  jene  Theile  das  Bestreben, 
»ch  von  der  Axe  noch  mehr  zu  entfernen ,  woraus  sich  das  eigen- 
thflmliche  Gefiihl  erklärt,  das  die  Kunstreiter  in  ihren  Füssen  ha- 
ben, deren  Muskeln  von  einer  Krallt  nach  Aussen  gezogen  werden. 


# 
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isern  Cebersichtlichkeit  wegen  vorzuziehen.     ,Ana  Taf.    IV. 
1.,    welche  wohl   keiner  weitern  Erläuterung' bedfirfen  wird, 
len  sich  oomlttelbar  die  Beziehungen 


;r'=:acCo8^ -f  ^Sin^ , 
x'=iCoBe  +  sS\ne, 
u  =:jrCo8^-f  ySin^ , 


t  =zSind-*C08d 
f  =:y  Co8^'— a?Sin^ 


chrelben,  und  aus  diesen  folgen  durch  Elimination  von  $,  l,  u 
irt  die  verlangten  Transform^tionsformeln : 

x' = (Cdsg)  Cosif;  -f  Sing)  Sintf;  Cos^  üt 

+  (Sini|;Cos9— Co8ifrShi9>Ce8%-f-Sin^  Sin^.z, 

y =(Co8^ßiB9) — Sio^  Cos^  Co8^)a; 

-h  (Slng^Sin^  4- Cos^  Cos^Cosd)^-- Sin^Cosg».  2  ^ 

2'=— Sin^Sind.vr  +  Cos^Sin^ .y  +  Cosd.i;    ' 

denen  skb  Aells  ottaiittelbar»  theib  darcb  VergMcbung  mit 

aus  der  Proiectionslehre  hervorgehenden ,  die  neun  Winkel  der 

m  enthaltenden  Transformatiensformeln ,  die  bekannten  Beden- 

Fcn  und  Eigenschaften  der  neun  Coeffizienten  auf  die  leichteste 

ise  ergeben. 


18« 
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\. 
vemiuge  der  Relation^  (2)  und  (3) 

l=A^.(5) 

Also  ist  entweder  A=l  oder  ^=—1.  Nimmt  man  an,  das 
zweite  Coordinatensystem  sei  so  beschaffen,  dass,  wenn  die  po- 
sitiven Axen  der  .t',  y  mit  den  positiven  Axen  der  x^  y  resp. 
zur  Coincidenz  gebracht  werden,  dann  auch  die  positive  Axe  der 
t^  mit  der  positiven  Axe  der  z  und  nieht  mit  der  negativen  sa- 
sammenfalle,  so  dass  gleichzeitig  a  =  6'  =  c''=l  wird,  während 
die  sechs  übrigen  Cosinus  verschwinden,  so  wird  A==^l* 

Wenn  Mr  nun  die  in  der  ersten  Verticalreihe  (4)  enthaltenen 
Gleichungen  resp.  mit  a,  a^  a"  multipliciren  und  addiren,  so  bc^ 
kommen  wir:  ^  =  (c*  +  a'*4-a"*)^,  also 

a^+a'^+a^^rr:!,  etc.  (6) 

Multipliciren  wir  dagegen  dieselben  Gleichungen  mit  6,  b*j  V*  und 
addlrj^,  so  ergiebt  sich  0==(a6  +  a'6'  |-a''Ä")A,  also 

a6+a'6'  +  c''6''=0,  etc.  (7) 

Hiemit  sind  diese  sechs  neuen  Relationen  (6)  und  (7)  als  noth-* 
wendige  Folge  der  ursprünglichen  (2)  und  (3)  nachgewiesen. 


. Merkwiirdu;er  Weise  kommen,  unbeschadet  der  Symmetrie^ 
drei  umübbängige  Grossen  ungezwungen  zum  Vorschein,  sobal^ 
UMiB  die  Differentialieii  der  neun  Cosinus  a,  6,  c,  a\  etc.  be- 
trachtet. 

Die  Gleichungen  (6)  und  (7)  differentiirt  geben 

ada\afda*\oi'da*'=Xiy  etc. 

adh\  afdV  +  af'db''^  —  {bda + f/da'  +  V'da!') ,  etc. 

^Ifan  darf  daher  setzen 

pdi^bdc-\^ Vdc'  +  b"dd'  =—  [cdb + c'dV  +  €^'dV')  \ 
qdi=eda'^&da'-k^&'da''=z'-(adc-i-a'd&+a''d&0  |    (8) 
Tdi=adb+a'db'  +  a"db''=-^(bda  +  b'da'+b"da'')  ) 

"^o  dt  das  Zeitelement  und  p,,  q,  r  die  drei  neu  eingeRihrteu  Ua- 
^bhSngigen  bezeichnen.    Aus  den  drei  Gleichungen 
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worin  2  da«  Zeichen  der  endlichen  Integration  Ist, 
wenn  h  die  Differenz  bedeutet. 

Um   diesen  Aiisdruclc   abieiten  sa  l(9nnen,    wolloi  wir  zuent 
an  einige  andere  Sfitze  erinnern.    Man  findet  nämlich 


N 


(a:  —  a)(x — a — h)  ....  (j?  — g— rA) 
I.2.3....{r  +  1)A'-+* 


A 

(j?  -f- A— «Xj?— fl) ....  {x — o--r^TA)     {x — a)(jr— g— A)...(g^-«— rt) 
=  1.2....(r+ 1)4^+1  l.ä...(r+l)A«+*. 

(x — g)(ar — a — K) (ar— g— r— lA) 

-  1.2 rÄ^  ^ 

also 

{x — u)  {x*—-a  —  A) (x  —  II — r —  1 A) 

^  1.2 Thr  - 

(j?-~fl)(jr— g— A) {x — g~rA)  ^ 

~"  1.2 (y+l)Ar+i  0«) 

Unter  Voraussetzung  der  Gleichung  (1)  ist: 

X — g  xA-K — g  .-      x  —  g 


also  ist 


X  -|-  A**— g  »t*— g 


-£9(^)=(^  +  ^^(P(j:),  (3) 


worin  C^  und  a  willkiihrlich   sind.    Hieraus  kann  man  leiclit  wei 
ter  schliessen.    Es  ist  nämlich ,  unter  der  Voraussetzung  (I): 

{x — d)(x — g— Ä) (a:^-g— rA)     ,  . 

^ 1.2 :(r+l)Ar+i ^(^> 


(x — tt)  {x — a — A) (j:— g— r— 1 A) 

""  1.2 rA»^ 


also 


^  (ar  —g)  (x  --^a—h) (or— g— r---TA)     .  . 

^ 1.2 rAr ^<^> 

1.2 {r+l)A-+^ ^f"^^-  <^' 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  (3)  an,  so  erbSit  man: 


28» 


—  Vi  +  Vo      ^ r OA* "  9>W' 

UeraDS  wieder: 


(jr~q)(a?— g— A)(ar— g— 2A)_,  , 
+  ""  .      1.2.3Ä» ^^"^^^ 


nd  allgemein : 


^  (j?--a)(ar — a— A) (a:— g— m— 2A) 

'  +  ^  1.2 (»i-l)A«-» 


+ J.2 mA« ^<*>-  (^> 

% 

>ft  g  sowohl «  als  Cq^  Qf  —  Gn-i  nillkfihrlich  sind,  so  hat  man 
»tenbar : 


2:C)9(a:)- I.2.....111A- ^^^^ 

+  «o  +  fli«  +  fl^*+ +  fl«i-i«*"S  (*)  - 

vorin  g»  go»  Oi* gw-i  völlig  willkGhrlich  sind. 

Eine  Funktion,  welche  der  Gleichung  (1)  genfigt,  ist  z    B. 


iler  aUgemefaier 


J«o  ist 


g)(jr)=sin— T-  oder, cos -^» 


.  .  *lnx  2nx. 

9(ar)=:^(sin— TT-,  cos— -r-) 


_,  ,     ,  .   2«a:  2«a:, 

Z»"»)  1/;  (sin  — T—  9  cos  —F—J 


(jr— a)(a:— g— A) (o?— g— wi— lA  .  ,  .   2nx  27cx. 

=  — ■    i.ä......».A" *(«™-r'  *^««ir> 


'» 


/  * 


I    1  .' 


Eine  Funktioii«  die  der  Gleie^i^g.O)  ge«9||l,  teft* 

t  ■  j  ■ 

■  ■  I 

cp(d?)seiiu?  oder  eoe^r, 

ellgeneiner 

*  •' 

flir  Ass9r»9  woriB  r  eine  gaoBe  Zehl  hit    DenuMch  teft  ■•■>  Ar 
die  Differeos  Sr«:  ...  TT 

2;(-).Jii(^)= .1.9.i.ea- r— A*   -         | 

«.  e.  I.  .  '  ^ 

Für  e*=l"tet  ebenfalle  e*  eine  solche  Funktioa.'  ' 

'  .-■ 

Mit  Hälfe  der  ▼orstehenden  Reenltate^  louin  niiui  Mehl  eiM»  . 
wichtigen  9atx  beweisen.  ^  Ist  nimlich  die '  ins  Unendlich^  fart- 
lanfenae  Reihe 

konvergent,  so  bt 

z^t«)=i(«,+o,«+ii^+;....0=«^ii+«i2ir+%a«*+.~.;*!(i  ■ 

Man  braucht  ofenbar  nur  an  be.weisen»  dass  die  GleklmBg 

2;(iio+Oiar+-.-+ama^)=aoi?l+iii^a:  + -f-OwJ^or«,    (II) 

die  filr  jedes  -endliche  m  gilt,  auch  fBr  ein  ins  Unendliche  wich' 
sendes  m  gilt 

Es  ist  offenbar 

(12) 
-^  (ao +aia:+.... +a»a;«+am-|.i  ar«+*  +  am+,a:«+« +.....) 

==:iio2;i+ai2:ar+....+a»2:a:*+2;(fl«+ia:«+Ha«4^aj«+H.-^  in  »rf). 

wie  gross  auch  m  sei.    Kann  man  nun  beweisen ,  dass»  «nlerder 
Voraussetzung,. die  Reihe  (9)  sei  Iconvergent, 

Z(am+i  «"^*  +  ^'^m\%3i^^\ ....  iii  inf.) 

sich  der  Null  unbegrenzt  mit  wachsendem  nt  nähere,   so  ist  der 
Satz  bewiesen. 

Nun  ist,  ffir  ein  grosses  m,   weil  (I)  konvergent  ist, 

a«i+i««+*+am+sa:»+«+....  in  inf.  =^(a?)  ^ 

kleiner,   als  jede  angebliare  Grfisse.    Liegt  nun  x-^-h  Innerhalb 
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der  GrSnzen,  zwischen  denen  6\h  Reihe  (9)  konvergent  \»t,  so 
wird  offenbar 

XU  setzen  sein.  Nach  Formel  (6)  erhält  nian  aber  unter  dieser 
Voraussetzung : 

^tp(:r)=^i|;(a:),  (13) 

« 

wenn  man  die  willktihrüche  Konstante,  die  ohnehin  in  (12)  znge- 
^gi  wird,  weglässt.  Da  aber  t|;(.T)  unbegränzt  sich  der  Null  nS- 
b^,  so  folgt  aus  (13),  dass 

2;t(a:)  =  0  (14) 

sei,  d.  h.  dass  unter  Voraussetzung  der  Konvergenz  der  Reihe  (9) 

-^(«0  +  «!^  + >n  inf.)=ao2^1+öi^ar+a2'^^*+—  »"  "»^f-  0^) 

Eben  so  beweist  man  folgenden   allgemeinen  Satz: 

Sind  Uq,  tf|,  tf2 Funktionen  von  :r;  ist  femer  die  unend- 

fiche  Reihe 

tiof  <<i  >  ^» >i>  >n^* 

konvergent   innerhalb  gewisser  Grftnzen  dir  x;    liegen  endlich  x 
«owohl  als  or-f  A  innerhalb  derselben  Grfinzen,  so  ist  . 

£(«o+\+V2+ m\nr,)=£u6  +  2ui  +  i:u^+ in  inf.    (16) 

Offenbar  hat  man,  unter  denselben  Voraussetzungen: 
-^•^  («o+«i+Wä+  ..  "n  inf.)=  2:^")tfo  +  -2:<»)«i  +  2;(»)ttj  + ...  in  inf.  (17) 


■  .rsJj 


'  11*.    \ 


I 


•••7   ! 


"  "     "li  '   \\..i*\    In:.** 


AHileltons  elniseir  liesitaBmteB  üöffci- 

lütegrale. 

Herm  Dodor- J;  Dienger-, 

.    .  '    yw>lu4  der  kdhem  Bfif^ncbslr  n  Ett*a%eimr ;,.,;, 


'I 


■.:  I 


9.1- 


■  .  i'ij.if 


{    I 


'>     B-. 


HiUe  man  in  Ti^eU  m.  Nr.  VI.  $.  1.  des  Arcbivs  folg€ile 
Koordinaten  eingef&hrt: 


d?:±=ra^Gosa^  yzzztb'hXnacosß ^  r^rc^sinasinj!; 


80  wäre 


V  Cfl*cos*«  +  6*8in*acos*/5  +  c^sin^asin*/?) 

A 

-'  "'■  V(a*co8»a  +  &^in*a  C08*/J  +  c*8in»a  sin*/}) ' 

Zugleich  ßinde  man  für  den   Kubiicinhait : 

n        n  > 


^a%H^I     I    r»8a8/Ssin«. 


Entwickelt  man  dieses  Resultat  und   vergleicht  es  mit  dem  dort 
gefundenen,  so  erhält  man: 


T- 


(1) 


X  [«*co8«a  +  6*810««  C08«/5  +  <!*8in«a8in*/5]i       .1 


V       ;f 


J      r       ,       [a*co8«a  +  6*»lii««co8*/3  +  c^in««8iD«3  T 

*      L      X  [a«co8«a  +  6*8in«a  cos«/3  +  cVin»o8in«/J]4        J 

'       ^       ^V'T   6«(a«-cV. 
~"2a6«i?'  Va«^^  ' 

c 
in  co8f=  — . 
a     . 

Ffihrt  man  dagegen  folgefnde  Koordinaten  ein: 
r  8ina  V  1  — iii«sin«j3,  y=rco8aco8/3,  2=r8inj5  V^l — «•  8in«a, 

ist: 

f 

T  im 
«6c .  r 

••AinMl- w*sin«|5) +ii«c«co8«oco8*/5+a»6»8ln«/?(l  -««sin««)]  '^'* 
der  Kubikinhalt: 

n        n 

^  8  Pjr^  rM^n«8in««~m«8in«/3) 
3^   y     V^r-w-^8in««  Vl-m«sin«/S  "  '^' 

auB  folgt  durch  Vergleichung  r 
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Wir  wollen  das  bestimmte  Integral 


TT       n 


/^  r^ ^_ 8in^8(p8i(; 
J     * 


o        o 


iam*c6ieflg>  +  ä^c^aitfitpcoa^  +  d^Ain^ysln^)*  * 


wwin  n  eioe  ganze  positive  Zahl  isit^  zu  bestimmen  suchen. 
Setzt  man 

a*6*cos*9 + a*c*8in*g>  =  a', 
lo  ist  das  obige  Integral 

n      n 

(a*cos«^+/J«8in«^)« 

u      o 

Znost  bestimmen  wir  nun 


P^P^        sin^agja^ 


y 


i..: 


'     •      ^  ^. 


(a«coa2^/3»8infy)« 
Man  findet  leicht ,  dass 

2„.Ä^,«-^^  +  j^).  (5) 

)a  aber  bekanntlich 

o  ergiebt  sich  aus  der  Formel  (5): 


•  f    '  .  • 


.  f 


_«       1     rlS       15       _9_         9    -\ 

"**  ~2  ■  2.4.6  L«^/J  ^"  «jS'  +  o»|J»  +  «»/J»  J  * 
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Das  allgemeine  Geffets  sdiebt  so  ado: 

worin  a«,  «s» atn-i  gewiaae  noch  so  beathuneade  Koeflii 

teo  aind. 

a,=(2«^)a^  +  «,        


»i-t 


••1-1 


r.         i. 


ao  erhält  man: 

was  die  Richtiglceit  der  Formel  (6)  bew(gl8t. 

Nun  ist  <ii  =  ],  also  aus  (7):  -    "■' 

( «1  =r  1.3.5 .7 ....  (2«— 3)  • 
Ferner  ist: 

a         1 

•   .'. 

woraua  vermittelst  der  zweiten  Gleichung  (7): 

a3=l«.3.5-..-(2ii— ö).  (n-1). 
Fährt  man  so  fort,  so  wird  man  auf  daa  folgende  Gesetz  geffib 
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Dadnrdi^taii  ist  die  Bastinnraiig  da«  #»ffgei«glM 
mf  die  Be0t|||BniDg  Ton  iDtagiaTen  cmt  Form 


nffick||MUiitj:: 


-■■       _  •  -       ii        ^ 


«I 


t  - 


•o  ist 


=  cQti-+ wr  "SC?  ■*♦>>  r  'i  ^^*=^ppnf 

•  i-  ■  if  "2^      i,         •*.         +        ^ 

DieüGhrioMD  fVo  ^:«iiid;ff  nnf  0»  itt»  t  wi  «Im  Bod« 
liat;  ds^wird  dasdnt^pal  (ß),  £      .7  i  -     c  ^ 

I.  ^        —         -  f  ::.         i  ; 

i»t: 


w   •  T-  -  I 

;i         ^  ^  -^  :; 


«    coß«^(6c)*+i(iic)«»+Hl-^«in>)*^ 

""V^=:^(ac)*"+M6c)*+it/ ■  ■  ,       ...    ^-«?ti' 

•       •     . 

Die  Besfimmiiog  des  Integrales  (10)  Ist  sodiit  auf  die  du 
Integrals  [ 

^^  (14-ii^siÄ^)  « 

,       '  •    J         .  •  -•  — 

zurücicgefiihrt.    Allein^  wenn  t— ^^^i^,  so  Ist: 

■ 


=  ^  [d  -  '?*8SnV;)«  -  f  i,".  (l-i,«8liiV)-> 


+  ^2^  il'*(l-ijVinV)»-*- (-1)-.V*1- 


Dadurch  wird:  ».. 


X 


IT 


I 


.  ( .  I  .- 


»  '  • 


V         Die  hier  vorkommenden  Integrale  haben  nun  noch  die  Formen : 

/•  ■     fil       •'..».•  .ti*"'i 

(l-i?a8in^;)--v7at/'===;;P«^*^» .. 


/ 


i?F7—  Vb»+i 


::»,,(l-i,^in«t|.).   ',    ,. 


Für  diese  Integrale  bestehen  aber  folgende  Rekursionsformeln: 

7-. 
(14) 

+  i^^inecosf  (1 — ly^sin*«)    ■    , 


(2y-l)Q,H-i 

=(i,-5ba+i,'«)e„-.-(2,-3)<Ä„-— ^2!!i^ 

wlhrend 

(15) 

P, = £  (.,,,) ,  P,  =  ^^  E  (t,n)  -  ^  Fit,fi) 

.   i9^iD£Cose  V^l — w*8in*£ 
+  ' 3--=^^ ' 

O-'FfßriS     a  — -^(m)  ly^singcosg 

ist  Vermöge  (14)  und  (15)  bestimmt  man  die  Integrale  (13),  da- 
durch das  Integral  (11),  und  dadurch  endlich  das  vorgelegte  In 
tegral. 


M 


:fi7i'«*  riinutat 


die  CHelehoag  einer  Fli^^/pq^^Maf^' 

.    .-■-'  "'.-"r-w     v' :\  ...  r  .  •!''3vir"i'-^.»iz^    {  i 
..«    «ss--dbi9riiit.y:i»Bfainaifffft.  si±s-«eaf^   |v.-  = 

Setifo  mm  aber 

»-,■  '. 

90  «UeMe  nuui  für  doiiMlbm  KnMfch|halt: 


..\%'. 


:.C 


\ 


Ako  ist:  ;,. 


X        M 


\     \ 


«         9K 


=(abc)^l/y*j^fl^^ 


tßtupdq>d^ 


»9)+aV8inVco8»^+6V8iD^8in«tW«' 

O      ~  O         "  ,     i  ■  .  •  •      r  .        T-     ■ 

wodurch  das  erste  Ibtegral  ebenfalls  bestimmt  ist. 


f    (; 


lii     >  : 


•  •  I. 


WJ 


:     :       •  ■  ! 


■.j"  » ♦ 


t  :  I 


*    '  • 


»-  'KU-: 


Vorttaad  dar 


Velier  den  Heber. 

•  ■ 

Vpn  <teiii 

^^  -  • 

Herrn  Doctor  J.  Dieiiger. 

Bärgesfclinle.  Ml  Et^ealieiiii« 


. » 


In  den  Comptes  rendns  vom  25.  Septbr.  1848  safft  Fer- 
ien >  das«  ein  überall  glei<$h  dicker  Heber /dessen  vertikale  Arme 
die  Lfioeen  a,  c  und  dessen  horizontaler  Ann  die  Länge  6  habe, 
nd  in  dem  man  nur  den  langem  Arm  c  mit  Flässigkeit  geftlllt 
babe,  dann  fortfliesse,  wenn  ihan  diecfe  Flüssigkeit  von  selbst 
msfliessen  lasse,  wenn 

worin  ff  die  Hohe  der  Flüssigkeit  bedeutet,  die  dem  atmosphS- 
riscben  Drucke  das  Gleichgewicht  hält  Zugleich  wiU  er  dadurch 
die  Formel  P^c^et's 

c>2a  +  6 

entkräften.  Trotzdem  ist  die  letztere  doch  richtig  und  die  erste 
fiüsch,  wie  man  sogleich  sehen  wird, 


.  I    • 


Nehmen  wir  nämlich  an,  die  Flifssigkeit  fliesse  ausderROhre 
CD(—c)  (Taf.  IV.  Fie.  2.),  so  Wird,  da  die  \n  AB  +  BC  ent- 
haltene Luft  sich  ausdehnt,  die  FlOssigkeit  in  AB  steigen.  Soll 
sie  fiber  B  steigen,  so  muss  vor  AUem 


fl>a 


(1) 


sein«    Diese  Bedingiing  voransgesetzt  nun ,  wollen  wir  annehmen, 
die  Flfissigkeit  habe>  bis  CD  leer  sei.  In  ihrem  Steigen  dieROh- 
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reo  a,  b  nicht  nur  darchlanfen,  soodern  sei  noch  in  CD  bb  nr 
Tiefe  CK=x  gesunken«  so  dass  also  im  Augenblick,  als  in  D 
die  letzte  Schichte  abfliesst,  die  gestiegene  Flflssigkeit  den  Raon 
a-{-ö  +  x  erfiillt.    Sueben  wir  nun  x  zu  bestimmen. 

Die  im  Heber  befindliche  Luft,    die  ursprQnglidi  den  Rami 
a+b  einnahm,  befindet  sich  im  Räume  KD=:c-^x;  ihre  DIehti 

ist   also  ihrer   anfänglichen  Dichte.     Heisst  i   der   Qo6^ 

schnitt  des  Hebers,  i  das  Gewicht  der  Einheit  der  Flflssigkeit,  P 
der  Druck  der  atmosphärischen  Luft  auf  den  Querschnitt  des  He- 
bers, so  ist 

. : ,  '«*=.F  /..        (2) 


••-■'  k  tf  < 


und  die  in  KD  befindliche  Luft  dr^kf  qjar- mit^er  Kraft 

c— o?         c—x 

Da  D  in  dem  lietrachteten  Augent)lick  durcn  die  letste 

sende  Schichte  ti6ch  g^tchlossen  Ist,  86  wirbt  Mf  die  in  ABCK 

befindliche  Masse  einerseits  der  Druck 

HOB — xöe, 

c — X 

I   •.  .  i  .        .      i)   /-»•■•.■■    •  .    .  ■  I       ■  i"i    i'l 

anderseits  der  Druck  J^ie-nitfr;  desiaaoliiiiiussjAr:  g|eicbflM|p 
Bewegung,         .  ;     .     •       :-.  ..,    :,.-■  ......     ■..    i  .:    ,  .  •.    :    •  .    i  .:■ 

■  ■•■      ■   {.'■"    •• 

c — X  . 

d.  h. 

H — a= — — X 

c  —  x 

sein.    Hieraus  folgt:  . 

x^-\^x{H—a—c)  —  —  H{a-\^b-c)  -ac. 


a= 2 ±  V  -^(«+*+^)-"«^+ 4 " 

Soll  nun  der  Heber  fortfliessen ,  so  mnss 

:  ■        '.'       .1 


d.  h. 


V 


-H(a+b~e)—acV -^ >  «+ 5 


30ft 


einen  gewissen  Werth  des  constanten  Gliedes  einen  Kreis  dar- 
stellt, so  wird  sie  für  alle  andern  Werthe  dieses  constanten  Glie- 
des lauter  concentrische  Kreise  darstellen.  Setzt  man  AB  =  e 
nnd  nimmt 

als  Abscissen  der  Punkte  A,  B  hn,  so  wird  die  Gleichung  der 
CiUTe 

Ist  der  leuchtende  Punkt  oDeitfdiieb  weit  entfernt,    so  drückt 

—  die  Taagitiklejde4rWinket|i4«'aiM.j|m.irekbe9  die  einiaUepden 

Strahlen  von  der  normalen  Richtung  abweichen ,  und  dann  wird 
die  Gleichung  der  Curve 


a:»+2^«  =  6a^~  +  tang»«); 


der  Mittelpunkt  fiillt  mit  der  Projection  B  des  Auges  zusammen. 

.^um  Schlüsse  will  ich  noch  bemerken,  dass  es  gar  nicht 
jMjäi^weiidig.lst»  dass  das  Planglas  mit  ätanniol  belegt  sei;  jede 
scnmntzige  oder  staubige  oder  schwach  angelaufene  Fensterscbeib^ 
seiet  daher  die  beschriebene  Interferenzerscbeinung,  hur  verzerrt, 
weH  die  FlScbeu  d^s  Fensteiigl^ses  e^^wvboUch  nicht  eben  sind. 
Dia  Stanniojbeicyung  erbiibt  indessen  die  Intensität  der  Interfjsrenz* 

'^'Ber  helle  Kreis,  welchen  man  durch  das  6ild  der  Flaltmle 
geben' Itiebf»  soll  nach  der  voHeeii-  Ericlftrong  der  erste  sein,  weil 
er  dem  Phafeieatfntetschied  Nun  entspricht ;  und  die  folgenden 
Ringe  sollen  von  diesem  an  sowohl  nach  innen  als  nach  aussen 
gezählt  werden.  Wirklich  zeigt  dieser"  Kreis  fest  keine  Farben- 
slome»  w&hrend  die  (ihrigen  Kreise  demselben  ihre  violette  Seite 
smrenden  und'dle  rothe  von  ihm  abwenden.  Dif  innern  Kreise 
sind  alse  gesen  den  gemeinschaftlichen  MlttelpuoHt  l|in  roth  g^^ 
dtamt,  die  äussern  dagegen  nach  aussen.  DieülBS  stimmt  gant 
ditüiit  überdn ,  dass  die  Welieölängen  Rlr  rothes  Liebt  am  jj^öc^s- 
tei|  imd  für.  violettes  am  kleinsten  sind.  '    .  " 


• '  • .  1  .■ 


•  «lt.  t 


i 


t>:»» 


\   •.!.' 


•I 


,  • 
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9)  (a:-j?)«+3f*=^. 

Zuerst  wird  es   nun  darauf  ankommen,    die  Coordinaten  der 
beiden  DarebschDittspunlcte   des  gegebenen    nnd  des  gesuchten 
.Kxeis^s  SU  bestimmen,  wekhe  man  erhält,   wenn  man  ar,  y  ans 
den  beiden  Gleichungen 

3  j:c«  +  (y-.6)«=r«, 

^  l(a:-p)«  +  y«=^«; 

oder  aus  den  beiden  Gleichungen 


mittelst  eewChnlicher  algebraischer  Elimination  bestimmt.  Zu  dem 
Ende  subtrahire  man  zuerst  die  zweite  der  beiden  vorhergehen- 
den Gleichungen  von  der  ersten ,  so  erhält  man  die  Gleichung 

oder 

6)  2p(a:-/>>- 2Äy=r»-6«-p^— p«. 


7)  y=  26         ^  • 

Führt  man  diesen  Werth  von  y  in  die  zweite  der  Glelchun- 
dD  ein,  so  wird  dieselbe  nach  einer  leichten  Reduction 

8)  4(6«+p*)(a:-j9)«— 4p(r»— 6«— p«-/>»)(ar— p) 

oder«  wie  man  durch  Zerlegung  der  Gnlsse  auf  der  rechteit  Seite 
des  CrleichheltBzeichens  in  zwei  Factoren  auf  bekannte  Weise 
Idcht  findet, 

9)  4(6Hp*)(^-/>)*— 4p(r«— 6«— p«-p2)(^-p) 

oder  auch,  wenn  man  das  Product  auf  der  rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  gehOrig  entwickelt: 

=-(r«-p«)*+2(r«-.p2)(6«+P«)-(6^P^». 
Aus  der  Gleichung  8)  ergiebt  sich : 

20 


S06 

(a:-p)« gqp^^ (a>-p)= 4(6«+/.*)       ^^    ' 

ilio»  wQm^flttn  diese  Gleiehimg  in  ^vmn^  miI  -ar-^p  als  «k* 
luHUite  6ruMC  irie  eine  gcwSintfclbe  quaiUstiselM  ^Slektef 
auflöst:  ^        • 

d.  i. 

'"^     ''  -2(6'  +  ^»)       '""'  4(A«+p*)* 

also,  wie  nttnluanMis  leiebt  fiadett 

I 

folglich 

Führt  man  aber  diesen  Aasdruck  von  x — p  in  den  AusdmdcT) 
voD  y  ein,  so  erh^t  man  nach  leichter  Rechnung 

und  für  die  Coordinaten  Xy  y  der  Durchschnittspunkte  der  brita 
Kreise  hut  man  al^  die  folgenden  Formeln: 


wo  man  auch  noch  bemerken  kann,  dass 

12)      4rV  -  (6"+;>'»— »-«-^2)«=  _  |fc«+j»«— (r-p)«|  |6«+p2-(r+p)»l 

ist.    Setzt  man  aber  der  KQrze  wegen 

r"— 6»— g"— ;>» 
*^-  2(6«+;»') 


M7 


ist/  .  «'j  I  /.    >i  .■  ,?  ■■ 


i"  •?  ■  » t       ■   /" 


WO  natürlich  die  obern  und  untern  Zeichen  sich  immer  auf  einan 
der  h^sieben. 

Bezeichnen  wir  nun  aber  den  einen  Durchschnittspunkt  der 
beiden  Kreise  durch  {x'f/'),  den  andern  durch  (x^y"),  »o  ist 


und 


oder 


'i:- 


K). 


x'=  pa+P)-bQ, 


.«)       |/Ui.*i;^: 


*  ■  • 

Die  Gleichung  der  durch  dle'Dürchschnittsj^ankte  d^^  beiden 
Kreise  der  Lage  nach  bestimnit^n  .geraden  Linie  sei  jetzt 


y=i<a:.+  iB;   , 


00  haben  wir 
der  Aufgabe 
ifein  Coordinaten 
Cfliefchiingen 


also 


•.j.#   ' 


oder 


folglich 


y*z=zAx^^b,    y^^snAaf'^bx 


y'-^bTz^AM':.    f'-h^Aa^'', 


'jii 


20* 


I  ■ 

L 

I 

I 
I 

I  ■ 
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und  9   wenn  man  in  diese  Gleichung  die  obigen   AasdrOeke  ▼«! 

x',  y'  und  a*",  jf'  einfuhrt: 

...  b  (1  \P):zfi3  _  *(l±^±üe 

"'         p(i+/^+6ö-p(i+/')-6e' 

welche  Gleichung  nach  einigen  leichten  RednctioneD  sogleich  i 
der  Gleichung 

20)  (V^^rP')i^-\-P)Q-=^ 

führt,  die  also  die  Bedingungsgleichung  ist,  dass  die  beide 
Durchschnittspunlite  der  beiden  Preise  und  der  Mittelpunkt  de 
gegebenen  Kreises  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen. 

Diese  Gleichung  zerföllt  in  die  drei  Gleichungen: 
21)  62+p«=0,     1+P=0,    Q=0; 

von  denen  aber  die  erste  offenbar  auf  reelle  Weise  im  AUgemei 
nen  nicht  zu  erföllen,  and  daher  xu  verwerfen  ist,  indem  vom 
zugleich  übersieht,  dass  iiir  b^-y-jj^z^O  die  AusdrOcke  11)  fiir  di« 
Coordiriaten  der  Durchschnittspunkte  der  l)eiden  Kreise  anbc 
stiiumt  werden  würden.  Daher  behalten  wir  nur  die  beiden  GU 
chungen 

22)  1  +  P=0,     Ö=ft; 

I  welche  nach  13)  sogleich  zu  den  beiden  Gleichungen 

ao,  i2(6H/^^)  +  (r^-ft^-^^-p^)  =0, 

I.  fuhren. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  des  einen  der  beidei 
gegebenen  Punkte  durch  a,  ß;  so  sind  in  Bezug  auf  das  ange 
noninieDe  Coordinatensystem  die  Coordinaten  des  andern  der  bei 
den  gegebenen  Punkte  offenbar  durch  et,  — ß  zu  bezeichnen,  un( 
da  nun  der  gesuchte  Kreis  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte 
hindurch  gehen  soll,  so  erhalten  wir  nach  2)  offenbar  die  Gleichun| 

24)  (a^p)2^ß2^^2^ 

Verbinden  wir  nun  mit  dieser  Gleichung  die  erste  der  beidei 
Gleichungen  23),  nämlich  die  Gleichung 

!  2  (^2  +  p^)  +  (r2-6«— e^— />«)  =  0, 

j  welche  man  sogleich  auf  die  einfache  Form 

bringt;  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  beiden  unbekanntei 
Grössen  p,  q   die  beiden  Gleichungen 


I 


I 
I      * 
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d.  i.  die  beiden  Gieichuogeii 
aus  denen  sich  eogleioii 

also 

2i ~ 

ergiebt.    Führt  man  diesen  Werth  von  p  in  die  Gleichung 

eiot  so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung 

V  4««  (6«+r»)  +  (oa+/3^6«-r«)« 


^=± 


2a 


wo  man  das  Vorzeichen  stets  so  zu  nehmen  hat«  dass  f  positiv 
wird,  wie  es  seiner  Natur  nach  sein  muss.  Also  haben  wir  zur 
Bestimmung  von  p  und ^  die  beiden  Ausdrücke: 

a«+/3«— Ä^  —  r« 
jP=     ^ > 

>=± 2S ' 

• 

welche  ffir  p  und  q  offenbar  stets  reelle  Werthe  liefern ;  jedoch 
bildet  der  Fall  ar=zO  augenscheinlich  einen  AusnahmeCall...  Wie 
das  Vorzeichen  in  dem  Ausdrucke  von  q  zu  nehmen  ist,  ist  schon 
▼orhier  erwtiint  worden.  Uebrigens  kann  man  (^  anch=  auf  folgende 
Art  ausdrücken: 

26)  ^=± 2JJ 

■    * 

Verbinden  wir  ferner  mit  der  Gleichung  ^).  die  zweite  der 
Gleichunsen  23) ,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  von  p  und  q  die 
beiden  Gleichungen 

(«-;>)* +  1P=^**   4r«^^-(6*+/iV-4*-^*)«  =  0. 
Aus  der  zweiten  Gleichung  ergebt  sich 

(6«+p«-.r»-p«)«-4r«^«, 

also 


310 

und  folglich 

Demnach  haben  wir  jetzt  die  beiden  Gleidniigett    ri .  '■    ■  . 

woraus  durch  Subtraction 

oder  ;    .  .  ' :  .  .  /      ^r ..  .:.'■.. 

folglich  •     '       ••  *'        '"  *•   ■     " 

27)         -  ,^:^^^£=^^^!^±}t:t:^ 


stob  ergieht  •  Also  Ist  nach  dem  Obigen 


yi'{i    |i 


11'- 


(^..«)H^=l?ffc^±^ft^!+*^:^'. 


4r« 

•       ~  ,# 

woraus  sich  zur  Bestimmung  von  p — •»  leicht  die   quadrati 
Gleichung 

=  4/3^21— (a«—j32  +  62— r^)2, 
oder  die  Gleichung 

(/^«)*  + ~iz:iä (P-«)  = 4(a»-r») 

ergiebt.    L8st  man  diese  Gleichuhg  aQf>  so  erhält  man 

H»t-«  +        2(o«-r«)        '  ~  .4{««-i^» 

also 

oder,  wie  man  leicht  findet. 


»] 


^  ■  ■     -         -'    '       .  .    .'.  ii\r.'.  ..' ifl..     '■ 


_  -Hr(aa^/iHft»~r«)4:rV  |(««-r^)+(ig~6)*|  [^«W»)+ W)«) 

Ffibrt  maa  diesen  Ausdruck  Ton  p— >a  in  die  Fonnel  27)  ein, 
io  erhält  man  naoh  leichter  Rechnung: 


•■•  I 


1 1 


•  .  ■-.iv 


n6  das  Vorzeichen  in  der  Parehtb^se  %XAt&  so  2tt  nehaii^n  Ut, 
3as8  (^  positiv  wird ,  was  es  seiner  Natur  nach  sein  muss.  Ole 
Möglichkeit  dieser  Auflosung  erfordert,  dass  die  Grössen 

gleicbe  Vorzeichen  haben.    Auch  ist  nach  28)  und  29) 

■  »„ a(ttHP«-6a-T«)J:r  \^  4  ^««-r*) +(««-/?•  +  6«-t»)» 

Mier 

33) 


g  (««  +  ß»-b*-^  ±rS  |(tt«— r«)j-()8— &)«!  |(«a-ra)-t.(/?4.6)« 

Der  Fall  a* — r*=0,  d.  i.  a=:JUr,  bildet  einen  Ausnahmefall. 

'  Ewe  CbustrucU/UO  ^unserer  Aufgabe  aus  den  T^rberftehenden 
Formeln  abzuleiten T' tibetlasse  ich  den  Lesern,  indem  dies  jetzt 
sieht  mein  Zweck  ist,  und  bemerke  darüber  in  der  Kürze  nur 
Folgendes. 

Zuvorderst  erhellet  auf  der  Stelle,  .dass  es  bloss  darauf  an- 
kommt, p  zu  construiren,  weit  sieb  dann  offenbar  der  gesuchte 
Kreis  beschreiben  lässt,  da  sein  Mittelpunkt  und  zwei  Punkte, 
lurch  welcli^- fr  geheq  soll»  genben  sioja. , 

v  -  -  \\ 

Der  Ausdruck 

P-— — äS 


» '. 


in  25)  kann  aber  ^^icbt  coastruirt  weccten,  indein  mftn  bloss 
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m  setzen  y  und  die  GrSssen  m  nnd  n  mittebt  des  pytiiagorii- 
scheo  Lehrsatzes  zu  constniireo  braucht.    Daoii  ist 

m* —  n*  _  (m — n)  (m+n) 

also 

2a :  m  —  n  =:m -f-n  :/7 » 

wo  nun  p  mittelst  der  Aufgabe ,  zu  drei  gegebenen  Linien  die 
vierte  Proportiooallinie  zu  fmden,  leicht  durch  Construction  etfal- 
ten  werden  kann. 

Femer  wollen  wir  die  beiden  Werthe;   welche  der  Aosdrock 


-a(«^f^-t.y-r«)J:rVta«-r«+(g-Wl«^-rHtf->^ft. 


•  .s 


;■» 


in  29)  fär  p  liefert,  vorausgesetzt»  dass  diese  Wer^he  reeH  sbd, 
durch  p'  und  p"  bezeichnen.    Dann  Ist 


also 

(p'-«)  +  (p"-«)=-a— §^^5g , 


d.  i. 


p  +/>  =« — ^^r^ä — ' 
p  -p  -" «ä:ri5- — 

Aus  der  ersten  Gleichung  folgt: 

... .  .,._,_„^'-6V     (/?-&)(P+ft) 


Setzt  man  nun 
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d.  i. 


so  ist 


« — riß — b=a:ff 


■  ■.•'■■. 

«g«di 

wofftOK  mao  meht»  da^  man  p'+p^'-a  bloss  mit  HdMe  dsr'Aaf- 
fjf3f^,  zu  drei  gtQgebepeo  geraden  Linien  die  vierte  PtejHiTtieDaf- 
fime  sa  finden,  coDstmiren  kann. 

Die  Grossen 


M 


d»-if«+(/5-ö)«     and    ci»— !*+(/?  +  *)• 


kann  man  mit  Hülfe  des  pythagorSischen  Lelirsatzes  leicht  con- 
stmiren«    Setzen  wir  nun 

was  ^erstattet  ist,  da  dasProdact  anfder  linken  Seite  des  Gleich- 
kdts^chens  bekanntlich  positiv  sein  muss,  wenn  die  Auflösung 
m5glfeli  sein  soll;  so  Ist  nach  dem  Obigen 

Wlta'abb' 


a — r 


ntmUch 


gesetzt,  so  ist 


also 


o — Tirrsgit 


i         st        •     *_ 


«+r :  h::=iip' — p". 


so  dass  folglich  auch  p'  — p"  ohne  Schwierigkeit  construirt  wer- 
den kann. 


3U 

Aus  !»'+»" — «  and  pf  —p"  ergeben  sich  nun  aber  f>'  oodfi* 
mittelst  der  Formeln : 

/>'=  ^«+^(P'+P"-«)  +J(p'->»'0 ' 

P"  =  ^«+^(P'+f»"-«)>-^(p'-|»") 

und  können  alpo  auch  leioht  dnrdr  CdüslnictioQ  gefunden  werdet, 
so  dass  also  jetzt  die  Aufgabe  als  aidfgelGst  m  oetrachteo  ist 

Das  Vorhergehende  ist  nur  als  Andeutung  zur  AnlMag 
einer  zweckmässigen  Auflösung  unserer  Aufgabe  durch  Constrnfr 
tion  zu  betrachten.     '  •     \  \ 

.  ,  Uebrigeop  erhellet  aus  dem  tObig^n  von.  i^elhft»  d|»«  j«|,  m 
AUgemeinen  immer  eine  reelle  AoQvwiii  «aiüKmc  Avfg^txp  SwK 
aber  auch  drei  solche  Aufl58ungeo,.gßb(»p  kfloPt  '■ 


-iiii't 


Weitere  Betrachtungen  überlassen  wir  dem  I^eser^ .  «i^  ;wol- 
len  nur  noch  bemerken ,  dass»  wenn  die  beiden  ang^ebeoei 
Punkte  in  d«r  Peripherie  dM  ^egebentiH  Kreiies.  liegeo ,  wo  ai» 
nach  dem  Obieen 

*       J^  .';'■•■*'  '  '  'I'' 

a«+05— 6)*=r«  .  •  •   .i  [.    ";  .'"     .  '.."li.. 


und  offenbar  '4±90,  Mglicb 


1    -^ 


'■'  '"i;*       ,"■  '  ■t-.'''*'*i.-i'<i'         ••■I.»'-     t|j|f 

ist,  sowohl  die  Formeln  26),  als  auch'- c|i#  F^^rm^n  ^S^yaai^S^. 

p=0,    ^c=r 

liefern,  welche  Auflösung  einem  Aiit  dem  gegebenen  Kreisen* 
sammenfallenden  Kreise  entspricht,  der  in  gewissem  Sinae  §A 
als  Auflösung  unserer  Aufgabe  betrachtet  werden  kann. 


!  I    •  • 


•  ■  «  I 
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,  .  ,      •  .  •  .      1      . 

4)  Setzt  i&finL  diec^  Werthe  In  die  für  tc  und  v  'ut.2)  enthal- 
tene Gleicbdngv  so  haben  wir: 


II 


oco(yp +4d);^— wayo  co        _^      ga>y(cp"|ro)-— ifacoo) 
*""o  ©(1  — n*)+ploy+o)c)+p*cy  '^"^  ow(l— n*)  +jp(oy  +  «c)+p*cy 


/     i:-     ,'      ".  .    ■  •■  '   "  S 


t.  .:       ■ 


'    ''^  '5). 'Aus    den   aHcemeitten  Fonneln  .in  3)  üiid  4)  wollen  wir 
mm  einige  «pecieile  FSlfe  aufsuchen. 


I .      -   « 


a)  An  der  zweiten  Platte  sei  kein  Leiter. 
Hier  ist:  a==(o=0. 

go  ^ figgo      , 

aoc  ^ 

o  +  cp 

-  ^'  Vorstehende  Resultate  lassen  sich  leicht  aus  1.  2)  herleiten. 
Diese  Fonneln  haben  aber  hier  Gültigkeit,  da  nach  I.  6)  die  ge- 
hnodenen  Electricitäten  keinen  Einfluss  auf  die  Vertheilung  der 
firden  haben.  Setzt  man  aber  in  I.  .2}  die.  unserm  Falle  entspre- 
chenden Daten,  als: 

Oiz=:o,  ai=a,  c:=2c; 


.  I  ■ 

1    • 


dann     ist     jr.  :=  ft  =  — T"—  te  freie  Electricitftt  des  mit  der  einen 

o+cp 

Platte  In   Verbindung   stehenden  KSrpers,  und  arg=c6  =  -    . 
ssi(=  Ladung  dieser  Platte.    Durch  ar^  wird  aber  in  der  zweiten 
IfaMe-*n^,3£ 2~^  gebunden»  fbl^ch  bleibt,  so  Ungie  die  Plat- 

'"'' '  tmoc 

iMi  aicbt getrennt  werden ,  'i'XX^o^Py   '^''  ^^^  hieraoe   ß^ 

uudiD  -tu 

>■'■■,     'v    9  Wie  auch  oben. 

6)  An  der  zweiten  Pkite  ist  ein  Leiter  vob  der  FiSche 
m  und  der  Intensität  0»  also  csssa,  a^O;  '/ 

ao{yp  +  mH—n*)) nacop      '  ; 

"^••(l-ii^p(yo+c«»)+pVP-o»(l-fiP)+p(yp+c*)+j*«cy'. 

•  ■  ■  .  ■   ■ 

■    ■        .       .  •..■•■ 

■ 

^      ^     go4?(yy-f  cd) -nacam  ,. 

**     ö»(l — n*)-i-p{yo + c«i^+/i*c/  ""o  co  (1— n*)  +p  (yo  -|-  c  i»)  +^* cy' 


Um  6'  und  /}'  aa  bestinimeo ,  macheti  wir  cSne  ähnliche  Be 
trachtoDg  wie  in  II.  3). 

Es  ist  nämlich  die  jetzt  in  der  einen  Platte  befindliche  Elec- 
frteitflt^meqge  u*  by  und  die  noch  im  Korper  vorhandene  o'  b' 
«pffimbttr  so  fftösSj  als  die  vorher  in  d^r  Platte  und  im  KOrper 
|)e«^ese&e»  also 

«' jei -f  o' 6' =  «f>  4- o' a\  ebenso 
v'p  +  «'  ß'  =i;p  +  a>'  a'. 
Hieraus  findet  man  aber: 

o'»'(l— n*)+p(oY  +  a)'c')+/>*cY  ' 

_  KcD^+ty)  (r^p  +  o^(l-ti«))  +  (g^  o'  +  tiy)  (npcQ . 
P~         o'a>'(l-ii«)+|/(oy  +  wV)  +  pV/ 

und  ferner: 

'^  -   o'c»'(i--it«)+/i(oy+»'o+p*V/     • 

8)  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass»  wenn  nun  noch  wei* 
lere  Ladungen  bewerkstellig  würden,  die  betreffenden  Grössen 
aaf  deiche  Weise  durch  aiese  Recurslons  -  Formeln  gefunden 
wfirden« 

So  weitläufig  diese  Formeln  ihrer  grossen  Allgemeinheit  we- 
gen auch  erscheinen,  so  einfach  werden  sie  in  den  meisten  spe- 
äellen  Fällen.  Im  folgenden  Paragraphen  wollen  wir,  als  Beleg 
hieflir,  die  Wirkung  des  sogenannten  doppelten  Condensators  von 
Cuthbertson,  dessen  näl^re  Einrichtung  in  Gilberts  Anna- 
ien  XIII.  oder  Gehlers  physikalischem  Wörterbuch  II. 
beschrieben  ist,  berechnen. 

10)  Im  Wesentlichen  ist  die  Einrichtung  folgende:  Zwei  Con 
densatoren  mit  den  Plattenflächen  pi  und  ^  und  den  Bindungs- 
vennogen  Ux  und  n^  werden  durch  ihre  einen  Platten  mit  einer 
Quelle  von  der  constanten  Intensität  a,  durch  ihre  andern  Platten 
tttt  der  Erde  verbunden.  Die  hieher  gehöligen  Glelehgeirichts- 
Coeffldenten  sind  Ci  und  c«.  Die  zwei  Condetisätoren  erhalten 
dadurch  die  Ladungen:  ' 
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der  erste:                     der  zweite: 
Ctü  ( €^a 

NiiU  treünt.  man  die  Platten  des  ersten  Cobdencsafors  und 
bringt;  d|<3  eine  von  ihnen ,  welche  die  Ladung  «i  besitzt,  jdH  der 
Platte*  Ae's  zweiten,  welche  u^  als  Ladung  hat,  in  Qrrfibnivt, 
während  die  andere  Platte  des  zweiten  Condensators  röit'der&oe 
verbunden  bleibt.  Der  zweite  Condensatör  erhält  hiedurch  die 
Ladungen  it*^  und  t/^ »  <^  a  ^^1  ^^^  ^ur  Verbindung  der  zwei  Plat- 
ten gehörige  Glcichgewichtscoefficient. 

Die  Werthe  6'«,  ß'^»  »a»  ^  a  Tmdet  man  ietus  den  Formeln  II. 
7),  wenn  man  dort  die  dem  jetzigen  Falle  angemesseneo  Stiiistitih 
tionen  macht,  nümlich:  ^.  , 

o'=;^i,  a  =  M,  c'  =  c'2,  M=«2»  P=^ih»  «=.««.  «'=0,   o'=:aD; 

^»-    ptd-nD+pae',  '     ^•-^' 
.         g'a("iPi+«aPa)         ,/  _3iWa<?'a(wiöJj^p«) 

11)  InGehlers  physikalischem  Worterbuche  stehteiM 
Formel  für  den  Fall,  dass  die  Platten  des  ersten  Condensators  maal 
grösser  sind,  als  die  des  zweiten;  ferner,  dass  die  Bindung8ff^ 
niö^en  einander  gleich,  und  die  Gleichgewichts -Coeflßcienten  in 
vernachlässigen  sind.    Wir  setzen  also: 

;;ji=7n/?,/;.2=p,  Ci  =  C2'-^C2  =  l,  «,=^2  =  11. 
Dann  ist: 

a  — 7t  a 

/  (m4-l)?/|y; (m  +  l)a 

** *""  (m(l-^|2)+l);>-  (\+m(l-fi^)Xl-^n^ 

In  dem  Gehlerschen  Wörterbuche  steht  für  ti'2  der  Werth 

ina 

So. lange  m  nicht  gar  gross  wird,  weichen  die  zwei  Werthe, 
da  1  —  n^  gewöhnlich  sehr  klein  ist,  wenig  von  einander  ab.  So- 
bald aljer  m  gross  wird ,  gehen    sie  aus  einander.     Nach  unserer 

Formel  ist  z.  B.  fiir  //i  =  qo,  uo'  ein  Maximum  =z-yz 5r7r>wäh- 

(l — n^y 
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rend  nach  der  andern  FormeL  '^%  dorch  ein  in's  UnbeBthnmte  fort- 

S»hende8  Steigen  von  m  selbst  über  alle  Gränzen  steigt,  welchem 
esnltate  aber  schon  die  Erfahmng  widerspricht 

12)  Die  Formeln  des  §.  10.  lassen  sich  leicht  för  den  Fall, 
4Ma:MebiemiC<4idensatoreB  hinter  Mnänder  in  Wirksamkeit 'tre- 
ten» ausdehnen.    Es  sind  z.  B«  r  Cbndensatdren  gegeben; 

ni  n%  n^  • ...  nr9    Pi  Pi  P^  "-'Pr»    c^  c^  Cs  • . . .  Cr » 

haben  analoge  Bedeutung  mit  den  im  §.  10.  gebrauchten  gleichen 
Buchstaben. 

Die  Condensatoren  werden  dur<ch  ihre  einen  Platten  mit  einer 
Quelle  von  constanter  Intensität  a,  durch,  ihre  anderen  Platten 
mit  der  Erde  in  Verbindung  gesetzt. 


Dradgtch ^bdeh  ' sie  sieb  nn^  es  ist: 


\x 


1 

Ladunsr  des  IstenCondeosators,  desSten,  u.  s.  f.      des  rten. 

Nun  trennt  man  dien  Platten  t)de»  ersteh  CondensatDrs>»  die  mit 
der  Ladung  Ui  wird  mit  der  Platte  des  zweiten  Condensators.. 
welche  die  Ladung  ti^  besitzt/ verbinde»,  'Wodurch  diese  Platte 
die  Lafnns  «^^  erpriält.  Hierauf  wird  auch  der  zweite  Condensator 
getrennt,  die  Platte  mit  der  Ladung  u  2  ^'^^^  >i^  Verbindung  ge- 
setzt mit;  der  Iflatte  des  dritten  Condematoirs,  welcher  die  Ladung 
Um  hat,  wodurch  leztere  sich  mit  u'^  ladet.  So  ßihrt  man  fort, 
bis  man  zuletzt  zum  rten  Condensator  gelangt,  dessen  eine  Platte 
^4a^.  die  Ladung  t^V  hat  pie  Wertlie  fif,,.  »'3  und  «V  Werden 
gana  sowie  u'^  in  S-.^O«  ^eifmcht  und  man  findet  ti|  und  u'^  wie 
dort;   ferner 

u.  s.  f.;  endlich 

13)  Sind  die  Bindun^s vermögen  alter  CohdeniM^^b  '^h  und 
die  Gleichgewichts -Coefhcienten  =1,  haben  ferner  die  Plattenflä- 
chen folgende  Werthe : 


»» 1' 


'      t        (    f 


21' 


«la  ^.oduag  M  4on  kltinB-tvo  uwi'  l«tt-teD  GoftloMatM.         ' 

in.    Wirkung  b«i  nelireren  ffWiclixeitls  in  ThStlgkclt 
göseteteu 'C«'b9feMaY«r«D.    - 

1)  Eid  Körper  von  dei  01>erfliche  o  und  der  IntensitSt  ■ 
wird  mit  den  einen  Plattet!  ^wn  r  CondnMstnren  verbunden  aai 
elo  zweiter  Korper  von  der  ObierilSchfe  ^  und  der  IntensitSt  a  mit 
den  andern. 

Die  OberflSchen  der  Gondensatorpiatten   «lad: 

Die  BiadangSTeimSgen :  .^.i.i^' 

ni   Rf  Itg    tir .      |i 

Die  GleicbgewtcbtscoefBt^enten: 

"1  ri    c,  »vCih  ..'...■  Cr  y,. 


3«l 

In  die  Platten  'Wird  so  lan^^e   Electrieität  gehen,  bis  die  in 

1'eder  befindlichen  freie  Electrieität  und   die  noch  übrise  in  den 
[orpem  sich    segenseitis  im  Gleichgewicht  halten.     Haben   die 
Körper  am  Ende  noch  die  freien  Electricitäten  b  und  /?,   so  sind: 

ICi  b          ic^  b          |Cs  6  icr  b 

Yiß        fy^ß        hz  ß       hrß 

die  freien  Electricitäten  in  den  Platten. 

2)  Sehr  leicht  ist  es  nun«  die  Richti^eit  nachstehender  Glei- 
chungen einzusehen: 

Urpr  +  nrVrpr=^Crbpr, 
Vrfr  ^-nrUrfr  =  /r  ßfr ; 

WO  tfr  und  vr  die  Ladungeir.der  Platte  d)||$  rten  Condensators  be- 
deuten.   Hieraus  bestimmeiT^ich  ur  nnuXvri 

-  *•• 

3)  Eben  so  leicht  spriagt  die  Rich^f^eit  folgender  Gleichun- 
gen In  die  Augen:  ^ — . 


Siti^)  +  6o=rtio^ 


%  -f 


woraus  mit  Bezugnahme  auf  HI.  2): 


.^ 


II 


+ 

8 


• 


8 


•mI  i^riiii^^tMiirii'j')  n««^J 


•^  .'• . 


'•:'?Ij-lli|    nljll^iiH.I    lijaa, 


*    tU 

^'i\\ 


:  li\f  j'flHliMli'l   J2'J:.IIITli 


.'.N:'»l>i.  i  mI.    V,  Ihm,  ,.   .,, 


h   *•! 


Sil- 


.Dl 


.!>y:'/.   -.il»  Ml*  inji 


I 
Co 


c 
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;  •fiiil;.!. 'rx;,;!  i;,;.  „„,,^ 
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1^ 
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1* 


"«I 

<> 
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Co 
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4)  Wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  des  §.  2. 
eelzt»  so  ist  Ur  nnd  Vr  bestimmt. 

5)  Schliesslich  wollen  wir  noch  den  Fall  in  Betracht  siehen, 
wo  die  r  Condensatoren  schon  Ladungen  besitzen  und  nun  mit 
xwei  neuen  Quellen»  wie  vorhin,  in  Verbindung  gesetzt  werden. 


Es  smd: 


tli   tl2  tl3 tfrj 

Vi    V^V^ Vr\ 


die  alten  Ladungen ; 


*^      ' 


die  GleichgewichtscoefBeienteo ;  -  ^ 

o'  nnd   m'  sind  die   Flächen ,  äf  und^o'   die  Intensitäten  der 
neaen  Quellen; 

IC|    ti2    tC5    •.  •    ..    4   ,    ...    -ttrj 
V\    V£    v'j".  V  .   .  .,   .-.    .   .   .   v'rl 

^d  die  neuen  Ladungion; 

b'  nnd  ß'  die  freien  Electrioitäten  der  Quellen  nach  den  neuen 
Ladungen. 


"^-..- 


6)  Nun  ist  ganz  wie  früher 

u'rpr  +nrV'rpr^=::b'c'rPr, 
Vrfr  +  nrU'rPr=^ß^Y^Tpr; 

hieraus : 

,        C'rb'-nrß'y'r        ,    _y^rß'—nrb'c'r 

7)  Ebenso  ist  de»  ftSketn  analog : 

Siu'rPr)  +o'b'  =  0'a'^+S(.Urpr), 

bierans  folgt: 


*      lM»|f     ,M     |.i    ».-    .11 


i.i*»-7 


..••.•lots  l|.,.nMC   ,.,  ..,..:    „«:.  ,.,„,,  ,j       ,,      ,.,,  ,|,.,.^..;,,|.,is:     ü; 


•   < 


•■»i,     .-f;:;»i>j*:itri! 


noM.iii  119h   ... 
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GO 
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09 


QO 


Cd 
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:  ''''I  .j'M  (i'jj'i 
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Co 
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Wmt  WeT«lM  in  >«hi.61«i«hlBg6ii  ffc  n^  md  »'  «m»IiI»  gebeii 


8)  W»  woUßp  ;fniO:iH>eb  ein  B^wpi^l.fiir  di^  letston  F^noeln 
üjijriian*  £8<«Hiw^ir.Cap»4fiM^torep  oimb.riia.  euiea  Platten  mit 
dkam  eoBstd^tw  Q^lW.  a  to  VerbMiM«, 4moli.4)iA  andern  Plat- 
Ion  iibev.:iiiU:  de^:  jBr^  Fsfa^  vroile»  wir  |tUe  O^leicbgeiirichta* 
eoefficienten  =1  setzen.  Ebenso  alle  Bindimg^YermM^oen  p^m, 
'Der  Annahme  nach  ist  (i=o>=aD,  a=a,  0=0; 

somit    6 skills 
Mun  iat: 

•      •      ■  •  ' 

na  •     * ■    ' 

a«s  den  Formeln  l)  und  9)  diesea  Abschnitts. 

Wir  entfernen  nun  die  Quelle  und  den  rten  Condtosator,  treii* 
nen  die  Platten  des  letztern  und  setzen  die  Ladung  u  mit  den 
Platten  9  welche  dieselbe  badbn^  sbhon  besitzen »  als  neue  Quelle 
io  Verbindung.  Um  nun:.<^e  qeii^ii  Ladungen  a^  erhalten,  setzen 
wir  in  den  Formeln  S)  lind  7): 

rssr^-l»  ni=:n^= nr-^^=^n,    alle  c  und  y=]«  o'=pr, 

a*=:u,    ütdsoo,     a=0. 

Dann  ist  aus  7);  .  .  »       > 

I  •■     ^    ^*      •     l      ^^'.••«;  •  *    l    .  ■■'■i      '-'  ^t     :■■.  '  ■    •        *  '    r 

6  =-"| '- — :^-^  fT-:.;— '-^^ — ;  .    /, — n — :" — .^.fj..=  W; 


w'  = 


uS(pt> 


S  (pr^l)  +  Pra-n*) 

oder  üBf  ji  «^inen  Werth  gesetzt,  gibt.eodUobt 

aSipr) 


.41 


•A 


1«  = 

r 


t    .  I 


Hier  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  u*  die  Ladimg  in  den  einen 
Platten  aller  nun  noch  in  WMcsamkeit  stehende  Condensatoren 
ist;  da  einer  getrennt  wurde,  so  sind  ihrer  nur  noch  r-^1. 
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Wir  eDtferoen  non  den  (r-^'I)faNi  'CondeiiMtot  «nd  htmttMm, 
80  wie  vorhin,  die  Ladung  de»  rteM»  nim  die  Laimur  4iaNi| 
d.  h.  wir  trennen  die  Platten  des .  eben  entfernten  (r— Dten  Ce» 
denaators»  seteien  die  Ton*  iimen,  welehe*  nklrt  mit  de^  ESrde'^  ver* 
banden  war,  kl  VefbindtifHr  mit  'denjMfK^  Pfatttto  der  ibit|ftt 
r -^ 2  CondensäJboren  ;•  Welche ' ebenf alici  nf cm ' mit  dtft ' Brde  ^tiVrt 
den  waren.'  Diese'  Platten  erhalten  dadardi  ein«  wüb  die  andere 
die  Ladang  «^,  und  e0  ist: 


I  . . 


ti"  = 


n^S(pr^) 


S  (pr-;)  +  (l  -lt*)pr-i 


Entfernen  wir  nun  den  (r— 2)ten  Condensator  und  macheo  es 
wie  vorhin,  so  ist  die  Ladung  der  übrigen  r-— 3  Condeasatoren: 

Endlich  entfernen  wir  ilen  ^en  Condensator ,  so  hat  der  erate 

nocip  die  .Ladung?  ■;.■,,,...:...  .,j:.,:..; :-..;  . 


!'•"'■.>        .       ';.! 


Aus  diesen  Formeln  fUr  die  u'  erhalten  wir  endlich : 

(r-i)f 
U        = 

I 

Setzen  wir,  wie  oben  im  Abschnitt  II.  $.  13.: 


pr=zmT-^p,  pr-iz=zmr-^p,  pr-^=Tnr-^p, 

p%^fnp,  piz=zp; 

so  erhalten  wir: 

(*•-!)'         jl-fm}  {1+m+ni^] {l-fm+.... .m'^M« 

"  ""  [l-w«||l+m(l-n«)ltl4^-^«(l--n«))..{l+m..m'--H»i'^Hl--«*)l 

Die  Art  der  Ladungen,  wie  wir  sie  jetzt  haben ,  unterscheidet 
sich  von  der  im  Abschnitt  II.  nur  dadurch,  dass  bei  den  auf  ein- 
ander folgenden  Ladungen  hier  immer  mehrere  Coudensatorcn 
gleichzeitig  wirken,  es  ihrer  aber  immer  weniger  werden.,  bis  m- 


331 

letst  auf  der  kleinste  allein  noch  geladen  wird;  im  IL  Abschnitt 
ging  die  Ladnag  auch  zuletzt  allein  auf  den  kleinsten  Condensator 
tbv,  aber  bei  den  auf  einander  folgenden  Ladungen  war  stets 
'*  nur  ein  Condensator  thätig;  die  Resultate  sind,  wie  wir  sehen, 
▼eradileden;  wenn  jedoch  die  Condensatoren  recht  gut  sind,  abo 
m  beinake  =1,  so  ist: 

n(r-i)  =  (^+ni...+m^^)a 

1 — «* 

_       (1— mp  a 
^  -(l-mXl-n*)' 

und   wir  erhalten  demnach  |||%j^  jf^^^jfi^^  Resultat,  welches  bei 
gleicher  Voraussetzung  die  Formeln  ^n  11.  §.  13.  gaben. 


Zum  Schlüsse  nehme  ich  Yeranlassun^  dem  verdieostvoUeo 
Antor  „der  galvanischen'Ktit^'^'^  den  innigsten  Dank  auszu- 
drücken fOr  das /S^rhSpe:  ^Ei)q|d  Nüt|l|ehfi^;  w^lf^^  zu  erlernen  er 
ak  häufig  Gelegenheit  bot^  theils  als  erfahrner  und  bewährter 
Lekrer  in  tieltieh  Vorle»uttg«tt  über  Bledricität,  ^ikeils 'als  wohl- 
w^lender  und  geföiliger  Freund  im  nähern  Umgang.  Auch  darf 
leb  nicht  verschweigen,  dass  mir  sein  Rath  bei  Abfassung  dieses 
Aufsatzes  (namentlich  bei  I.  6))  bülfreich  zur  $eite  stand. 


■   li»  ,  »'.'r^U     '!M'      '.   •       .',!..'      im'     i.'.,         Ji    ■    ?  ».       <:?,.-•?'       .  il  I;!;.    '     "■.•     ünil 

i 

i  •    I     '       1:1  •■       .  i  'i  ü-        '  \      I.    ••.   I       /,,.!■:;  1^,1        .  '■        :«r'       ". »         '•'»«'  iM     .  |  .     ■         »'    ■  •     ||; 


t:     r      t>*»Mll   •:•>//•)' '      I    i-j    ,»      '    ,;■    l»'li /.     .-;•■!;;!.        .11.  i.i.  ' 


3»a 


I  ■ 


•  ■        '  A 


♦  .. 


1Jelbiiiig§aiifira1l>en  für  Schfller 


'   Herrn  DoetorJ^.  Di  eil cor,   ' 

(  '  .VMMand  der  liöher«  Bfurgtrcdud«  m«  KltftfijkeiiD. 


.  I 


Die  Stange  AB  in  untenstehender  Figur: 

E 


•I 


B 


dieht  sich  um  den  Punkt  E  mit  der  Winkelgeschwindigiceit  ^i 
längs  ihr  ist  ein  Körper  (oder  System  von  Korpern)  ohne  Rei- 
bung beweglich^  dessen  Schwerpunkt  im  Anfange  der  Bewegimg 
in  der  Entternung  a  von  E  ist  (positiv  nach  B  hin);  am  Ende 
der  Zeit  t  wird  der  Schwerpunkt,  wenn  ausser  der  Fliehkraft 
keine  andere  Kraft  wirkt,  und  die  Geschwindigkeit  im  Anfange 
Null  war,   in  der  Entfernung 

J(€^'  +  c-^') 

von  E  sein.  Zugleich  wird  er,  vermöge  beider  Bewegungen,  eine 
Kurve  beschreiben,  deren  Gleichung  in  Polarkoordinaten 

r=|-(c'/'  +  c-V') 

ist,  worin  r  die  Entfernung  eines  Punktes  der  Kurve  von  E,  ^ 
der  Winkel  dieses  Radiusvektor  mit  EB  ist,  nach  der  Richtung 
der  Bewegung  hin  gemessen. 


ISS 

Chtftafis  folfft»  iaBB,  was  Meli  iDip.WmkQl^esch windigkeit  und 
wrvGl^iCihgewrcht  de^r  KCrp'^fs  84i>    wenn  nur  a   dasselbe  Ist, 
Ipwef  dieselbe  Kurve  dofdilttiifen  wird« 
'■■,■'.  ■    '  '   '  *   ■ 

Die  dem   Wertbe  ^i  des  Winkeis  ^   entspreeheo^e  Länge 
Umt  Karre,  von  ^ssO  au  gereebnet,  ist 


irorin 


Will  nian  die  Stellung  des  KOrp^rs  am  Ende  der  Zeit  i  wis- 
sen» so  sind  die  Wertbe  von  r  una  ^tjf  fiir  diesen  Augenblick: 


I     * 


i.>         : 


Mlscelle 


%ni  Abhandluiig.  VU.  io  Theil  XIL  S.  83. 

T4NI  iedä  Uierftk  Deetor  J.  Di  enger,  VflrtttaA  der  1i6bem  fiüfgertclhite 

xa  EUenheim. 

.!  '      .  ■*.,      ■ 

•  Mail  bSMite  gegen  die  dortige  BewelsflRinnig  eiMH  Einwand 
erbeben.    Es  ist  nfinilich  allerdings  klar,  «ftd -folgt  a«s  4er  doHl- 

gen  Formel  (5)  mit  Notb wendigkeit,  dass  JLl^  2.. «7    "*^'**   ""* 
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eiidncli  Ut;  zugTeieli  ist  tifj^^^,  so  ^nge«lcUJS^^)=i 

d.  b.  so  lange  nicht  r  um  dne  eodlldie  Gr9s«»  von  jtfskras)  tP» 
schieden  ist.    Für  diesen  letztem  F^l  aber,  ist  picht .  bei^Fiescib 

dass  i(,/j^^=:0  zu  setzen  .«bl    E;s  ist  4iess  jd»er  «Mk  riii 

nöthig.    Sobald  nftmli^b  ^(^7=^   gesetzt  vrerden   darf,   wirf 
die  FormÄ  (4)  gebeni  :    .^  ••  ' 

Ans  (5)  folgt,  für  q>(x)=zx: 

_      P  (n^tr*       nM-^e^       W+«e-»  \ 

x-x.V,  ^15,,.  +  l.2..(r+l)+  1.2..(r+'2)  + ) 

d.  h. 

^  V1.2..:;  +  1.2..(r+l)  +  1.2..(r+2)  + /-** 

demnach 

A  =  <p(a:), 

wie  die  Formel  (8)  besagt. 

Ueber  die  Bedingungen  der  Konvergenz  der  Reihen  (9)  und 
(10)  sehe  man  Cauchy*a\;lSorl'esangen  über  die  Differeo* 
zialrechnung,   Vorlesung  9. 

>■      t      ;.        V        I       ' 


Schreiben  des   Herrn   Doctor   Thomas   Clausen^    Obser- 
vator  an  der  Sternwarte  zu  Dorpat,  an  den  Ueraui^eber. 


Im  XII  ten  Bande  Ihres  Archivs  Nr.  XXI.  S.  ^3.  findet  sich 
von  Professor  Schlvmilch  ein  Aufsatz,  worin  er  beweist ,  dass 
die  transcendente  Fiuiction 


aas 

idBr  darch  reelle  noch  cqmplexa  Werth'e  von  x  den'  Werth 
-^  1  erlaiigen''  k5one. .  Es  scneint  Air  als  ob  hierin  ein  Irrthum 
walten  müsse,  da  es  mir  gelungen  ist,  zwei  complexe  Werthe 
n  o;  zu  finden,  die  dieser  Gleichung  Genfig<9  l^ist^o,  nänUich: 
=— 0,5794 +O;095O£  bis  anfdie  vierte  Dectlhiilst^tfe  genau,  und 
=  —  2,51  4- 0,63  t   bis   auf   die    zweite    Decimalstelle    cenao; 

=  V— 1).  Es  Hesse  sich  durch  weinäyfligefe  RcHihptingen jede 
Jiebise  Genauigkeit  erUn^n,!  ^die' jedocM  filr  ntneinen  Zweck, 
»SS  das  Vorhandensein  dieser  Wurzeln  zu  zeigen,  ohne  Nutzen 

■d.  .    .!■  !  «     . 

Die  Function  j{x)  habe    ich    fOr  den  numerischen    Calcul   in 
n^  schneller  cpnver^rende  Reihe  :fiuC  fojgepdi^.Weiso.yerwfuiflelt: 


•  •» 


'••«.;.  ■  x*\  t     I  »•..'>  .  '"ti.';        .  .'•      '\'i*.-.   ■,;. 


fj!:.  !''j  1     n  J:.».:  •     -..l      .  1    :-^l  <| 


.     i"  :»         .        •■    i  .;•■       :  II 


t «' 


.  i/^_i L_^ _ 

^  2V«+2     x\Z)       

11.1     1       1       I        .  1       1 


2  ar  ^  2  ar(a:+ 1)     2  (ar+l)(a:+2)  ^  2  (a;+2)(a:+3) 


2ar^2«   x{^x\V) 
9«U<;a:  +  l)     (Xit-l)i(.x+!30l    ^ixfl)(x:hi}     (ar-K8)(^+3)y 


— n  _  Tu« 


2ar^'i*x(a:  +  l) 

1  1.2 1  1.2 

+  2«  a:(a:+l)(x+2)     2«(a?+l)(«+2)(a;+3)+  

11.1        1        .1  1.2 


—  O  _TCM  «/_  I  1\  T  OS 


2x^Vx(x+])^  -2* x(x+i) («+2) 

+  2»  W+l)(a;+2)     (a:+l)(a:+2)(«+3>y 


« t-,  1     1 


'''dU'OMK.MII 
Raika  Mlbal  UM  hn 
kuiB  nglrich  ans  A 
ilafctt  H&r  Mckt  ein 
gen  TflmidilllMlgtw 


-(>.,.- 


Druckfehler. 
.  330.  In  det  iletzten  ^le  siJbe  man  II  2)  statt  11.  3)^ 


WeoD  10  deiajDreieofce  ^BC  (Tsf.  .tV.\  Fig.,  6.)  der  Winkel 
BAC  durch  die  pVie  AO=ayhfeilbiyt  f9f,>S0;bat  nian  nach  einem 
bekannten  Satze  de^  euklidischen  Geohietrie  die  Proportion 

AC'.AB=CD:BD 


oder  in  VekiiBbtar..Oezäcbnung    r.     ,        '      \  • 

bicz^a-^BDiBD, 

b.BD=ae-c.BP^ 


•':U.. 


J 


lüfii  '  ; '/   . .'     h 


«Ml  U«r«^^..^l^  ,.,._  ,^,  .  ^.. ^  ,,.,^^    ,    ,^.^ . ._. ,  ^^ ,  ^^^  ^.^_ ,,, 


i  -  .  »k !  * » 


^e^ÜMlii  )'«il    "'■■■  .    .  '.'■'.    'I  .J  I'  I-.   '■  .il;    !    ;    •■        v\ 


.  .     »►  -* 


«   ....    aV^      2a6«   fl^^J-^     . 


woran«  nach  leichter  Rechnung  und  einer  'ganz  einfachen  afge- 
brmschevvTronalb^ipftion  sich.qogieidi    »^  j  «.     •   ,  •  ;.  \yy 

i>il!'...  ...-.  TT:'..  (ii  +  c)^     .-T"  *r^?^     AM^/'?:  vi.=  v>,|  ihil 

•»'|»WWh6  nim-fii  deiü  Dtieieeke  i*lM>  (TW.  tV;  Ftfi 'il;'«» 
WMtf  l^ernJ^'^CÄ  dart:h  die  Lldie^  l»£r=:B  \l«».^^ 
MUblff ;  siy  Ut  ttacl^' dem  Vorhergdienden  ^"'    .'     '^^ 

.1     . .  '  '  J I    » '  I    I      '    l\' 

Nimmt  man  also«  wie  in  dem  mehr  erwähnten  Satze,  an,  das« 
die  Linien  BE=:ß  und  CF=:y,  weiche  die  Winkel  ABC  md 
ACB  halbiren«  einander  gleich  seien,  dass  also  ß=^y,  und  folg- 
lich auch  ß^=y^  sei;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 


ac 


i'-(.-f7)N-»M-C-|^)'i. 


also 


zu 

«KÄ)'N'!'-(iTj)'l- 

I       ■  I  •  I  •    . . 

und  folglich 

oder 

(6~c)  (a+6)«(a+c)«=:6ct  c(a+c)«— 6(a+*)*| , 
d.  L,  wie  man  leicht  findet, 

oder  •'  .    i..\  .^ 

.  ,  »*  .  i   . 

(Ä^c)  (a+6)^a+c)«  ==  -  6a{<f »;-5») +3«  C6«;r  c^  + 

W&e  nun  nicht^6=c,  d.  i.  oici|t^^'^<;=Oj  -^9  ^^rde  es  Te^ 
stattet  sein,  auf  beiden  Seiten  der  vdratehehden 'Gleichune  mit 
b—czvL  dividiren,  was  nach  leichter  Ausführung  der  RecEnimg 
zu  der  Gleichung 

oder  zu  der  .Gleichung 


(a+6)«(a+c)«+6c|6«+fe+c«+2a(&+c)+a*}=0    * 


j. 


führt.  Diese  G|eichnng  ist  aber,  insofern  nUtürlich  a,.A,  c  sSimiil- 
lieh  positiv  sind  und  nicht  verschwinden  j  was  sich' hier  von  selbst 
versteht,  offenbar  völlig  ungereimt,  weshalb  es  falsch  ist,  das« 
nicht  b  —  c  =  0  wäre.  Also  ist  b  —  c  =  0,  d.  h.  unter  der  Vw- 
aussetzuna.  dass  die  Ltnien  BE^=^ß  und  CF=^yf  welche  die 
Winkel  AdC  und  ACß  des  Dreiecks  ^iBC  halbiren»  einaiider 
gleich  sind,  ist  immer  b=:^c,  nämljch  ^C=^£^9  .welches  der  zu 
beweisende  Satz  ist. 

Ich  wiederhole,  dass  mir  die.  Mittheilung  geometrischer  Be- 
weise für  den  fraglichen  Satz  angenehm  .sein  und  mich  zu  Dank 
verpflichten  wird.  G. 


..     r   • 


3M 

At  A',  B,  Oy  C 

respective : 

a,  0;  a',  0;  b,  0;  ö',  0;  m,  n. 

Die  Gleichungen  der  durch  die  Punkte  A,  C»  A'  und  B,  C, 
B'  beschriebenen  Kreise  seien  respective 

und 

2)       <--f'i5rj?jf  • 

wo  die  Bedeutung  der  Symbole  p,  q,  r  und  p\  g*,  r'  ans  der 

Grossen  ^r  9.  r  die  f«(|«Aft>llflkhÜilK 

(o-M)»  +  ^*=r*. 

3)  ?<?4)**^^J=^M^    ""''' 

((m— p)*  +  (» — y)*  =^r* . 

Aus  den  beiden   ersten  dieser  drei  Gleichungen  folgt: 


also   durch, fiy^tr^Ctloa  .  .;.;:.,. 

'  J'i*'-f  '.  i !.  ■'    i\    \  '■      V    ^  rr  •     ••   ■  ■     ••'  .  •  •.  .     .         .  {  .1 

i,i.    .ff*T^!t.-?(«-a'>ff==;(o-aO («+.»*)- 2.(tt-!».:)^^0,       ,  ;.. 

mm     ■      ,   .,...,r,|-.,  •  .:■   •■'.• ^    ...  ;.■■      ....:■.       -. 

und  hieraus 

s.  .  •  •  .  ■  . 

.(  ••  '....>'  >  t  .        t  •         .  ^  t  •  •.  I  '..tl  « 

•■:•;■■•.■    .■■'■■^)  '''■■'■:  ^=ä(*'+^). "'"''''  '"'   '•■'■  ^--  '•'■ 

•    J .. .  .      ,-...•       '  •    i        ' .  ■  •  1  ■ : .  ■      •  4  » i  •>  ^  I !  ■ '  i       •  V    .    •  •      .        '.       :        •  .    • 

mvon   die  JBti^tigkeh  auch    aus  J^ekannt^p  £lc|igeb^aitzfn  auf 
dpr*  Stßlle.erheÜetv-    >  •  ;    •■  ..-;•  •.....,  \\  ',-..;•,.*«  ••  ". . 

Alis  d'er  dritten  der  drei  Gleichur|gen  3)  fplgt   ,;    . 

I  •  •  •  ;  • 

aUo-..M^*4)»   '    .1.  'i'.:.:  1    ..;.    .  ■•'.        •,      l-., 


MX 

Ffihrt  man  in  diese  Gleichnng  den  Wertb  von  pi aus  5)  ein,    so 
erhält  man: 


t       w« 


=  K«_ a(a  +  a'^=  o'«—  a'(A'4 «') = — aa',    ' 
folglich  I  — ^  -'  !  I  !;>.s  ^       .  i| 


and  hferans 


:  iJ!»»»H!»i|i,-.U    M'»l»;i'i!?!u'l   ii',|ii'i;l   .«flli    i.l    Inn   (t  i!  »uii    ..'Miiiiifliii-.'Mi 

Endlicli  erhält  man.^.  ^^n  niMk  in  die^Mste  oder  zweite^  oder 
In  die  dritte  der  Gleidhütigeh' 3)  lar'o^lKia  <^  ihre  Torb^  gefun- 
denen  Werthe  5)  nnd  7>  eiiMbfir  fikr  |«f-  die/i)^genden  Ansdrficke : 

=  1»»— ^(a  +  apP-f  j^ /     — I    . 

:.!  ij.!n'»i*)  fiil    iioiitiiril.Ii;  i  lirfiiii   ibi»',   iiriif»|>  mu-, 

Stellen  wir  nnn   die  gefundenen  Werthe  von  p,  q^  r  noch- 
mals zusammen  f'i^eflteltei  viidr:;)-  •  -*•  '\    ^\>"  v^-' 

:2*iiuii  >•  •1.)  'M>  Ij.'-.    .'It..'    r'in.'i      ■:.  »I*>i'jli)         -/if»    .m.    »w?   ,  .  »l;n 

•>»h    \\ — L    mmt  :^iuji(iii!it«Ä<l     i:  \    I  >;Iffft    An     f  vffii    •:  S  f    il  nfli    Ihiii 

:.'/ii:i.i    '    11». i'  .  .\   •■••I»    •ilinl'ji'jril   :)lMi'»j»ln| 

lind  iiir  p',  f/,  r'  ergeben  sich  ganz  auf  dieselbe  Weise  die  fol- 
genden Ausdrucke:  '    ^      i)  ^.1 

V  ...  ■      J 


•'      -     J 


>         I 


der  DttdeD  &reiM.wwDwnC4^Biivii  ^t  '&,im>  iMUNn-wif  xadtvii 
Bestfamnmg  Bach^'l)  and  9)  A  Mdwi  foiftndeii  GkMmagmi 


d«  L 


12) 


ans  deneo  «ich  daf^  Sobtmcäoo  die  GleiAang 

ergiebt    Na<il^^':VgrliAfeMrtm^i^  iet^dyy  i^ 

.  r*— !>*— ^=  a'— 2ii|p = a*— a (a+oO  =  —  aa'. 


li^ 


r« 


und  wir  haben  daher  nach  13)  die  Gleichung: 

.  '  .  ■• 

14)  ■    2(p-;»')-y+2(yrT»0r=flB'^',  .  '. 

oder,  wie  aus  dieser  Gleichung  ferner  leicht  folgte  die  Gleichuog: 
16)  2(p-p')(Xr-p)+2(q-q')(Y-g) 

Aus  dieser  ,Gle|cbang  ergiebt  sich  . 

und  n)ich   11)  haben  wir  daher  zur  Bestimmunj^  Ton  X — p  die 
fiflgende  Gleichung  des  zweiten  Grades: 

17)  (A— p)«  ,1......    .;,  .■ 

I  yia'-&6'-2p(p-pO-2y(y-y')-2(p-pO(Ä-p)n«_    . 
+  L  2(7-9')  J  -'^' 


18)    (X-p)« ..  ,    <p-p')»+(?-9f)»  ~^   ~^ 

_  4(y - 90«r«  —  \aa' -^ft*— ^(p ■^p')— 2y (y— yQ |« 


erhfilt  : 

1 

Setzen  wir  jetzt  der  KOrz^  weg^ü 


i-i- 


und  (^\  -        J 

20)      /        <?=aii#'-W~%(p^il^--.8^(g-^),        r^ 
so  wird  die  GleichörigW'  ""^^  \''  " 

und' führt»    auf  gewfihtilicbe;  Wcise^.aii^olßsity   zudem  folgenden 
Aasdnieke  von   Ä— /i: 


22)  .t_^=  »^>0Qj:,(y-/)>f4r'^-Q?.,.  . 


Weil  ferner  nach  16) 


ist,    8o  eilllli -man  dUiich'-Einl^tlhrting  d^  ToiTOri;qhenden  Aus 
drucks  von  X — p: 

äj;  r— ^— jjj  r^ -, 

und  wir  haben  daher  Jetzt  zur  Bestiifnniung  voll  X  and"^  F  die  fol 
g«nden  Formehi,  ir 
einander  beziehen: 


nna  wir  haben  daher  jetzt  zur  Uestimmung  von  a  and  i  die  fol- 
genden Formehl,  ini' denen  ^l^  obern  .und.  ui^^urn  Zeichen  sich  auf 


■  W  V»V^.. 


24) 


|A-P  = ./2P  .....^  V    ~\ 

—  O  =  jj-jj—  —  . 


y-9 


2P 


Um  uns  die  Rechnung  zu  erleichtern,  wolleri  wir  jetzt,  was 
oflenbar  verstattet  ist,  7ir;p^  setzen ;,  d.  b.  wir  wollen  den  Durch- 
schnittspunkt  der  geraden^  Linie,    iji   welbher  Ml^  Punkte  A,  A\ 


B,  Bf  üegen,  mit  dHÜ^afc  iwri  aiiifcto  ICt»ii< 

Perpendikel  eis  Aofiuig  der  Coordinateii  annehmeD.     Duui  U 


*  ■ 


*i  f '\> — v>  1  vjt  — r «v  -^  S?!-'  1*'^  •»*?-   M>  - 
und  nach  10):   '       :*!'>- \«.  '  "i^   'V 

abo  iiMdi  1«)  «nd  SMJ(»".^   vi «  -f^\-.\)--H  (t't 

M\  — /.     !Hi7    '»iljml»;:!!/. 

■  V    v- 

1  /aa'  +  ii*\* 

+2-^ ■„ — t(o  +  aO-(*+*0).  — 2i — 

iii    ii/^  ti'i!l,i .'   .ii"»1.!'#j'»Iti    i;x    .f/iuiwr   j''    '.ifi    >.r»:i    1,1'/ 


and  folglich  nach  x4):  '         ' 

.      .  '<\t^        v.l. 


2n 

7        *f' 


lil:..'-   ••  .    iiitnJ    .•i:\>      .!>  •it'ii!:i  ;  ■  i    ..i  i   li''-.;.'   ,;  ,!,  '\.\-,ff  -m!  lütulil 

lod  folglich 

ibo  jr=0,  woraus  man  sieht ,  dass  die  nntern  Zeicheu  dem 
l>arohscbDitt8|iii|nkt^' C  ^r  , beiden  Krdsjg^Aptsprechen,  und  dass 
Mui  also,  wenn  «an  die  Coorainateo'  des  Vorebschifittspunkts  D 
ier  beiden  Kreise  haben  wllt  im  Vorhergehenden  die  obero  Zei- 
jien  nebmeo 


I  ,        t     •  .    -.  n   ■  >  ...      ■    ^ 


Dadurch  erhält  man :     •  i  "~  *'  ' 

=  -ä-(a+«b"|'((«+«>H*-|4'))* -  (°^'7  ^*')'l 
^  { (a+gQ— (6+601  («a—ftftO  (n«— oo') 


n« 


—   «• 


nnd  folglich  >A,\ . .  >,...  /'»v,-'-s^  ._  >»»-|  '•■..\      ^  "'"'^ '  *>""'''* "*  "^''  = 

Mittelst  der  sweite«''d«f''«ld<AiäiiJtkB''9Af"Utlhtt^ 
Ibnliehe  Weise  den  Werth  Ton  F  ermiMeln.    Man  kum  m  da» 
selben  .b^^^a^^  hnf./oli^dA  A>t.^l|W)^..  ;,     ,.^^ ,  ^., 

Man  setase 

A  -p  = 2p , 

1    —  </=3-T — ^ -r-aki 


^F 


und 


.i'-!    "      r«  f-ihuf    '■''.     .     . 


■  ■    .      •        . .  ■■'■...  . .  .  • ,       .■■■.■ 

vn     -  (9-q')Q +(p-  p')  yra^p:^. 

80  ist  nach  dem  Obigen 


■  I 
,  .1 


:   .-.  \ 


S5Z 

l«r 


/  ■ 


e  Gleichang  der  Linie  CD-    Weil  nun 

id  immer  entweder 

X'=m,  Y'=n  oder  JK*=m.  F^rrn 
t,  80  ist 

!•  GleichaDC  der  Linie  CD.    Nach  den  allgemeiDen  Formeln  9) 
li.lO)  iat  äer 

:'  «       .      (g-t-ttO- (64-60       . 

,  _  {m—a)  (m-oO—(CT— 6)(m— 60 . 
9-9 2H ' 

id  die  Gleichnng  der  Linie  CD  iet  folglich 

n  „     „_      nKa-t-aO- (6+601  >  _^, 

9  y-n _  -  ^^  -.a)(»-a')-.(«-^)(iii--60  ^*~*"^' 

ao  filr  iR^sO: .  . 

fHä  nun  der  Paokt  {XT)  in  dieser  Linie  liegt,  so  ist 

•  y,^."Ka+aO-ft-f6J)l 

^  an' — 66 

i.  nach  27): 


Thcil  XIII  SS 


lütt 


n  |(o+a')-(4  +60M(a+«')(l-  ^)-<* + K*"^)!"' 
folglich,  wie  mao  hieruiaiWelA'lBdeti  )    -itii  •  i  •!■    ..';i*ri-ii  •!'•'  .a. 

Daher  haben  wir'^sttr^Bea^miiiiiiig  dOTÜoerdObaten  X,  T  im 
Punktes  D  jetzt  die  beidm  folgenden  Formehi: 

i*ili!ir.'-rts  i'fiiiaii  iKiu 

(aa-  -  660  J(a+a')(l-^)  -  (Hn(tl^) » 

Will  man  ami  dieeen  (Kr  fii=0  fettenden  FoMttn^riynP' 
meinen  flir  jedes  m  pieltenden.Fonnem.ableHen,  so  brmachnw 
in  denselben,  wie  leicht  mittelst  der  Lehib^Ton  ^^r^YenranAHK 
der  Coordinaten  erhellen  wird,    bloss  f&r 

«/'«',  6,  *',  X 

respective 

a — m,  a'—m,  6  — m,  b' — m,  X^m 

zu  setzen ,  was  wir,  als  nicht  dei^  g^nesten  Schwierigkeit  ante* 
liegend 5  ftigHch  dem  Leser  überlassen  konmen. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Linie  CD  war  nadi  2S)     - 


y-n=^ 


Bezeichnen    wir^  nun ;  die   erste   Coordinatei  des   DnrchscbniitPir; 

Eunkts  dieser  Linie  mit  der  Axe  der  x,    d.  i.  mit  der   gemlei 
linie,   in  welcher  nach  der  Voraussetzung  die    vier  Punkte  A, 
A',  B,  Bf  liegen,  durc(l'3£rBö  ist  .     ^ 

(m-a)(m-aO-  (m-^)(m-60 

*     '"""  («  +  a')-(6  +  6')  ' 

und  folglich 


SM 

32)  ,3e_m+: __________ 

oflier 

n\  -^ .  (m-a)(w»-a')— (in~-6)(re— 60. 

33)  3E_m  +  ^ ______ , 

froraos  sich  aber  nach  gehuriger  Entwiclcelang  ieicht 

aa'^bb' 


oder 


^^  ^-  (a+a0-(6  +  60 


36)       '     3r=      «•'-*«' 


.      .* 


'  \ 


(a-6)+(a'-60 
eigiebi     :  "    ' 

Weil  diese  Ausdrücke  von  m  und  n  ^anz  anabhängig  sind, 
•o  sieht  man^  dass  die  gerade  Linie,  in  welcher  dievier 
QiiTeränderlichen  Panhte  A,  A\  B,  Bf  liegen,  was  auch 
d«r  fflnfte  Pnnkt  C  für  eine  Lage  haben  mag,  tob  der 
Linie  CD  immer  in  einem  und  aemseibeh  Punkte'ge- 
•Änitten  wird,  ein  Resultat,  welches  sich  auch  leicht  auf 
ganz  elementare  Weise  aus  den  bekanntesten  Sätzen-  vom  Kreise 
ableiten  iässt 

It^enn  man  aus  der  ersten  d^r  beiden  ffir .  nt=^0  geltenden 
Gleichungen  31)  die  Grösse  n*  besHtnmt,  'i^o  eihält  mani: 

t  ...       ••  ■.; 

Nach  29*)  ist  aber 

welches,  mit  dem  Vorhergehenden  verglichen,   zu  der  Gleichung 


.1 . 


00^(6+6')-  66*  (a+oO  -  («m' — 66' 


..  .. ,     ,:    :  "7      ad'rr-W-t*  ((a4-a^)-*-(rf6ÖlA^     -     ■  '^'   •  ■ 


flllirt.  Diese  Gleichung  bringt  man  aber  oacb  seb9riger  Entwiche- 
hrt*  lekkt  «Bf  die  FÄm  *       * 


SS-* 


'  ■         >  < 


356 

36) 


r:   ■.  .    ■ 


+       («^a')-<A+6')       ) 
Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung 

(x-p,)«+(r-ö,)«=Ä>. 

d.  i.  mit  der  Gleichung  ^' 

80  erhfUt  man  zur  Bestimmuiig  von  P| ,   Q^,    R^  die  drei  folgen- 
den Gleichungen: 

p  _  (ao' — 660* + I(a+a0  -  ib-^')\  \aa'{b-{-b')  —  bb'  (a-hiOt 
•~  2(«a'— W)t(e  +  a')— («+A')I 

au«  denen  sieb  leicht 

I    ^~"2  L(a+a')  -(6+6')"*"  ^^^^66^  J' 

37)  ^«1=0, 

p,_lr      aa'-M/  aa'ib  +  bO  —  bb'ia  +  a^-i^ 

^  "4L(a+a')-(6+60  ~  rta'-"66^  J  ' 

oder  auch 

/p  _  1  r      gg^— 66^ ,  aa'(b+b')-bb\a+a')-i 

1^1  -  2L(a+a')-(6+60  +  i^^^  66'  J ' 

38)  |0i=0, 

I?  _  ,  ^  r      qfl'~  66'  qa^(64-60— 66'(a+fl0-| 

^^i-=*=2L(a+aO-(6+60  Sä^^66^  ^.l' 

wo  man  das  Zeichen   immer  so  zu  nehmen  hat,   dass  /?i  positir 
wird,  ergiebt. 


,    «^  .  ,  .'.    1.  ^*V  :     i.    i>.'.,    .  /A  J.  —  £-\  —  f. 

..."?      -lAv' "  *"   '•" -il*'-    •■-*«*■■'■ 'kl    *  i  J'    v*ii  .•'üw    «'-'U    luri'    tiLi 


nnier  :«»-.ib;iiq4l|gnX 

I 

!  ÄtÄ^-^  'ß' ik!* S^i    7Ä U-'M' ^*  ^'*'*  '***^**  **^^'*''  ^^ 

•  *  •■^iiini*  ^jiirjfYiiif»  n.'ili   (i.iuli   ivuwii 

BMeldmen  wir  Jetit  der  KGne  wcjp&"'J^^''AjllllB0ltf 

die  ereteo  Coordtnaten  des  Ponlctee  O  in  Besog  auf  dfe  PmUi 

A  und  B 

als  AnbngspuDkte  der  Ceordinatee,  wd  , :     :. 

»  ■  i 

4'-T«  und  jb'*— 4 
einid  die:9r9ten,Coordi|iateD  der  Punkte 

B'  und  ^ 
iii  Bezug  4iif  die  Punlrte 

J  und  ß 


'  1  die:9reten,f;oordiiiaten  der  Punh 


i  • 


^'lipi^te  If  u^d  4^  resbe^^ive  vdp  den  Punkten  L^  unH  1?  >ini  lÜ^k 
entgegenees^üzteh  IS^itftn  bin  liegen,  so  Iji^iep  weg^a  4^r  Pro- 
poition  40)  auch  die  Coordinaten  3£—a  und  3£ — ö  unglelclie  Tot- 
z^hj^n,,.A^  h.  .der, Punkt  Q  liegt  s^wisQlieii  den  Punkten  A  und 
B^  .Weai^  dagegen  die  Coordinaten  b'-r-a  Vod  a'r-i  gleklie 
VcwzeicheQ  liaEen«  d*.  b^  we^ui  die  Punkte  V  und  4r'rQftmetive 
▼6n  den  Punkten  ^  und  ß  aus  liacli  denselben  Seitei^  oin  (leg^Hi 
so  liaben  wegen  der  Proportion  40)  auch  die  Cöordinateii  3£  — tf 
und  3£— A  gleiclie  V«neicli#&;  d.  n.  der  PmüeI Obliegt  nicht  zwi- 


seta»  und: da  dud 


abo  auch 


'    sei 

(«+o0-(6  +  60=0 


d.  i. 


0«  +  «^+2«a'Ä6»+6'»+266' 
ist;  90  ist  .    ^ 

=  ib'-a)  (*'  +  «)  -  (a'-Ä)  (a'  +Ä ) .  !  , 

rolgüch  tiach  dem  Obigeo 

=(ä'-6)(6'-ä'+a--6). 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 

.   .1'  ■  I-  ■•  . 

also 

I 

6'— a'+a— 6=2(&'-aO  =  2(a— 6), 
woraw^  sich  in  Verbidüung  mit  dem  Vorhergehenden  unmittelbar 

aaf — A6'=  (6'— o)  (6'— o') = (o— 6)  (a'~6) 
ergiebt.    Weil  nun  nach  28) 

die  Gleichung  der  Linie  CD  ist,  so  wird  diese  Gleichung  im 
vorliegenden  Falle 

y — 91=0  oder  y^n, 

woran«  man  siebte  dass  in  demselben  die  Linie  CD  der  Linie 
AB  parallel  ist,  und  also  von  einem  Darchschnittspunkte  O  die* 
ser  beiden  Linien  im  eigentlichen  Sinne  nicht  die  Rede  sein  kano 


1  • 


MS 

0^.i.>  I  Aj      OM    ■ 

OttlMrlMtnu; 
kol  AA'C  und  AD\ 
uder  gMeh  iisd. 
wiMmnMcMdla 

^m  dni  uf  ds»  1 
«preclMadu  Pnokli 
wefd«. 

Hau  leg«  dli 
Tisch  Bach^,  U 
ttad  bflatlam*  li 
DnrehsdiBitUp« 

Fernu''Uff9^-»«W)4i^<|Cittfr»fl'\iLft,j4&'W 

Dach  C.   aird'Valimiye  iS'>dfa»'ä»  tlln  dar  I 

daran  Dnrchaehaittapankt  B  u.W^f^^'^jff  A 

Nnn  oBterachelde  man  dla  rlar  ftflceadsB  i 

Pnaktaa  !i\«^vlaS  n^  a8i^gJnge!etstl 

hin  Ilagan.  ,,,,i,.  ,^f  „,,.,i,io 

3.  Wenn  dla  Pnnkia  f  Md  ^  rsapaetWc 
Panktea  A  aad  B  an«'nadk'>AaT'Aelbea  Seit« 
gen  nnd 

AB>BA' 

ist.  '-'■    ■■'■'-■      ■"         ^       :--■—-         V        ■•■ 

-,  ;:3i '  WeDB  di«  Pankte  B  nad  ^'na^pactUa  .voail« 
Punkten  Ä  und  B  nur  nach  dsTBctbeu  Seite  bin  li«- 
g«D  und  '  N 

AB'  <,BA!        '. 
ist 

4.  Wen»  die  Pankte  B  and  A'  tee^eativ^  von  dai 
Punkten  A  und  B  ans  nanh  derselben  Seite  hin  lia- 
gen  und  ■  , 

ABf=BA'    ■  i'',,!',,. 

ist. 

Im  ersten  Falle  bestimme  man  in  der  Linie  AB  dei 
Punkt  O  a«,  dass  aicb  aaiMEntftritunraa  ^O  «kd.AO 
von  dan  Pnatten  A  anld  £«)ie«.80  ätu  etnsad»r  T«rh»i- 
t«n.niadl»LiBien  .Ifi' and  A4V.  ■ 


Im  zweiten  Falle  bestimme  man  in  der  Verllnge- 
rung  der  Linie  AB  Aber  den  Punkt  B  hinaus  den  Punkt 
O  so>  dass  sich  seine  Entfernungen  AO  und  BO  tob 
den  Punkten  A  und  B  eben  so  zu  einander  Terhalten 
me  die  Linien  AB'  und  BA'. 


Sf7 


7. 


Auch  M. Jedes  Paar  der  folgenden  Dtreieeke  ähnliche' n   i 


'-.••'•'.     ■     ■     ■  .  ■  ■    .   ;•■       ■'.  ::'..'        .:    •  ■;••-       •        ;    r: 


U  tl< 


MieiatB.,WPgelp»p'  dpb:ikttn  die  . Proportionen.: 

PC.Pßr^Pp^;Pj^x^  Cp^yßpt 

Hierin  ist  folgender  S^  tnthaUei^: .     ..^^  , 

,,Legt  man  dufphidi^  Seiten .  tunes  .  preiecks  eine  beliebige 
^^Transversale :  so  sind  die  Entfernungen  des  derselben  zugeord- 
^neien  Punktes  von  deö  Eadpanklen  irge^  einer  Dreiecksseite 
9,and  die  Entfernungen  eben  dieses  Punktes  (so  wie  auch  der 
^gewählten  Endpunkte)  von  denjenigen  Durcbichnitten  der  Trans- 
„versale ,  welche  mit  jenen  Endpunkten  auf  derselben  anstossen- 
^den  Dreiecksseite  llftgen»Veimi|nlssgleiiQl|.'^  ^ 


8. 


A«s  den  fQf«teb«nd(eii.Pro|^.Offiioineii  «ngibt  si^.4i^illeich|iag. 

■  ^  ■ 

Cpi .  Ap^ .  Bp^  =:  Bpi .  Cp^,  Ap^ . 


Hierin  liegt  nachstehender  Satz:  ' 

»»Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  eine  beliebige 
„Transversale:  so  ist  das  Produkt  der  von  den  drei  Winkelpunk- 
^yten  aus  abwechselnd  genommenen  Seitensegmente  dem  Produkte 
„der  drei  anderen  abwechselnden  Seitensegmente  gleich/' '' 

Dieiaer  Sats  war  nach  Brianchon  und  Poncel^t  schon 
de».. Alten  btekannt  (s.  Plflcker  ^Entwicklungen"  Bd.ü 
N«  437.)  und. soli  sich  zuerst  in  der  ,»Sphftrik^'  des^MeneU^n«. 
finden*  .-..;,■:  ;'*•.•..."■  \. 

Anmerkung.  Der  vorstehende. Satz^i gilt  auch  iMnoBkefart, 
d.  h. :  Sind  die  Punkte  pi,  p%9  p%  auf  den  Seiten  des  Dreiecks 
and  ihren  Verlängerungen  so  genommen»   dass 

Cpx'Ap^.B}}^  =^Bpi .  Cp^.Ap29 

00  üesHi  diese  Parkte  in  gcvader Linie.  Vergib  Adams  „Lehre 
von  den  Transvefrsal^nif  ^.  6.»  und  »yHarmoüischfl  Vetr 
häitniBse^  8.  88. 


I 

Dndi  iiBMd  dnl  rfoh  mkmMtmin  Ornmim  ABp.  Mit  BC 

mIm  drei  Dane  Geraden 


elo  und  aemeelbea  PbdÜ  P  Bogeordoele  TnnevenelM  rfaA  «il 
•ich  in  den  Punkten  ^^li,  i^*lellneid«x 

im  Chwen  nraniig  PMe^»  ^^'(H  *^  f"!? 
eeiien»  nlaiicii}  i^^  •  \  \.  • .  A 

i»4v%i  Al^*  PilVk; 

F^p»i|%,  PBfi^^  PAmT"  '"'"-  <  ^''  '"  *'d 

»■  ,.    4i.i':i;    'ji'/i    ■  '■  j     '    ..:.'f  »        I-    :..        .  J--     ■  ■.  :.    ■-:  'i  .  .'f    »t\\*    Jh?,,- 

-..:=.  i  •:■..-  I  .»,;. .  Pk^m^,  AljtfV^r  MkfVW  ■■•■'*'•     »  -•  '.'•*:^* 

•  ..'.I  I  !•■ 

J^fin*  ^iiiflM»'  ^ArthqiJ    >  i« 


Von  diesen  eeche  Geraden  eind  eise  je  drei  dem  Punkt  P  wtagbf 
ordnete  Transversalen  in  Bezug  auf  das  durch  die  drei  fibr^ 
seblldete  Direieek.  Daher  hat  mau-  dureh  Vermittlung  von  {.  7. 
folgende  Proportionen: 

Pi  9i '  9in  =  P%9%  s  %r^=Pi9z  ^  fcn » 

u.  s.  w. 

Dälier  der  Sats: 

,,  Zieht  man  in  einer  Ebene  sechs  sich  schneidende  Geraden, 
,ySo  dass  drei  derselben  zu  einem  und  demselben  Punkt  snneofd» 
^nete  Transversalen  sind .  In  Bezug  auf  das  dnrih  die  drei  VbA^ 
yygen  gebildete  Dreieck:  so  sind  die  auf  irgend  drei  deraelben  le» 
».senden  Segmentenpaare,  welche  von  den  drei  Gbrigen  intercep« 
y^tlrt  werden,  verhUtnissgleich. 


10. 

Liegen  «nsserdon  ireend  drei  Punkte ,  in  welchen  diese  sedui 
Geraden,  zn  Paaren  verbunden,  sich  schneiden  (z,  B.  ^p^fi), 
mit   dem  Punkte    P  in   gerader    Linie,    so    Ist  noch    in    ^ — 


-.1 


AB:DL=PA:PL,  l 

€0itH^PCtPtr 

.»■::..  ff 
woraus  in  VerbiaduDg  mit  Torp.teh«(lsr  Bedii^Dga-PK^ocfi« 
«ich  er^bt:  —  -    .  .       — 

AB.pc:C»'ii>Ä^^!^:-  •'■'■"  '"•  ^■''''' 

■"■;11ieriii''Begt  ftlgendei'  Stat;J,;'    ;,...'  ' '  ,.f|,'.;^'*  ",',''     '"'  ; ;, 

•-■■ '  ;,L«tft  man'  dmch  «e  Scften  <iialM  DrMefJHi'  Uoe  T^tt^ 
,;aale  in;- '  tb«»  "das '  •^TcHcfaeti '  -  «w^^  'iW^leck^ittü' '  'httenMflth 
„9wiA«M  derselben'  durch  dte  ijtine  Seit«  !n  'degi  VerbUlüi 
. j0r^  getbellt  #ird ,  so  bildet  der  di«B^  Tntnt^rlrMW'za^eordMta 
,|Punlit  mit  den  Eckpunkten  des  Dreiecks  ein  KreisviereiA ,  ■ 
„welchem  die  Produkte  aus  den  gegen  überstehenden  Seilen  ii 
„dem  gegebenen  Verbättniss  p:q  stehen. 

Fnr  den  Fall ,  dtus  das  VerhSllniss  p  t^=  l .  sind  dis  Proddrie 

BW  d^  fegcaabenteb^fB;,$c^tea  dM  VipT«clw^,<tiHUMl^.jClei^ 


372 

überstehende  Dreieck  nach  dem  rechten  Winkel  KUgeordnclei 
Transversalen,  nämlich  PiPiPs»  P«P6P«»  PrP%P9»  PioPiiPm*  ^ 
dann  ist  nach  $.  6.  and  weiF^CiipeOOÄ^i'Pi  • 

p^p^:CA=^Dpi:DC, 

CA\Cp^—BDiDpi\ 

mithin 

Pift=P4Ps-  *) 

Femer  hat  man! 

p^t*.BD=:Cp^:CB, 
PrP^'.AC—Bp^iBC; 
BD:Bp^=AC:Cp^i 


folglich 


Ebenso  ist: 


daher  auch 


PJ?%=PrP^'  ?) 

PfP^:AC=Bpr:BA, 
PitiPwDB=zApi  ^AB ; 
AC:Api^=Dß:Bpr; 

PrP9=PioPia-  3) 


Aus    der  Verbindung  von  1),  2),  3)  ergeben    sich  nun  fol- 
gende Gleichheiten: 

Pi  Pa  =  P4P6  =  P7P9  =PioPi« ;  I- 

ebenso  findet  man: 

PiPt = P5P6 =PrP8  =PiiPia ;  W- 

und  endlich  auch: 

PaP»  =  P4P5  =PdP9 =PioPii  •  IW- 

Hierin  liegt  nachstehender  Satz: 

,,VVenn  man  in  einem  Kreisviereck  die  beiden  Diagonalen 
„zieht  und  zu  jedem  Winkelpunkte  in  Bezug  auf  das  j^esmal 
^»gegenüberstehende  Dreieck  die  nach  dem  rechten  Winkel  fu- 
^»geordnete  Transversale   construirt:    so  sind  sowohl   diese  vier 


374 

„FlUt  jtfui  ans  den  Wiidcelpmiktott  cmiM  Krränieresfcs»  fai 
i^welchem  die  Diagonalen  ffosognn  sind»  auf  die  Seiten  desjedtt» 
«;nial  gegenüberliegenden  DreieokB  die  drei  Perpendikel:  so  lit- 
«»«B  die  xwQlf  Fu^apunkte  >  zn  Tier  xnaaninien  giordaet,  aof  dn 
^Peripherien  dreier  concentrischer  Kreise ,  deren  Mittelpunirt  der 
„gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  vier  Transversalen  ist,  welche 
»durch  je  drei  entsprechende  Fuaspunkte  gelegt  sind.'' 


18. 
Aus  den  votbergeheoden  CSlächan^b  erUlt  man  auch: 

mithin  ist  O  der  gemeinschaftliche  Durehschnitt^pnnkt  derPoteu- 
linien  der  Kreise  Mi  und  Jlfa;  JU^  und  M^;  M^  und  Jf^. 

Daher  der  Satz: 

,3eschreibt  man  in  einem  Kreisviereck  Über  je  zwei  g^g^B" 
„überstehende  Seiten  und  über  die  beiden  Diagonalen  als  Dnrcb- 
»messer  Kreise:  so  schneiden  sich  die  Potenzlinien  dieser  drei 
„Kreisepaare  in  einem  und  demselben  Punkte,  dem  Durchschnittf 
,,punlct  der  vier  Transversalen,  welche  den  einzelnen  Winkef* 
•^punkten  in  Bezug  auf  das  jedesmal  gegenüberstehende  Dreieek 
„nach  dem  rechten  Winkel  zugeordnet  sind.'' 


875 


S       .•■•■•      (  !   M     •    ■ 

.8  >V>  ^.•^.  V;.'/   •  • 


V    ;  !  :   , 
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.     -  l  .\  « 

5  'v;.,;'  ■' 


r      • 


.  .  •  f     .  I J  • 


',     k 
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••     1. 


»  I  »  ■ 
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.1  ■;'  >'  /.         Itia  .-•        • 


r> 


V    « 
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Kntwlcfcciiuis  der  omc]iipi^;fler  Xo- 
xodro^ie  auf  «leiii  dnircii  Örelkjtlngr  der 


\.\'i 


lienfl«^^  üototionspiiraboif^m 


Von  dem 

Herrfi  Dr.^.  R.  Boyman, 

Gynuia«iallenrer  'i\y  Cobleni. 


I  •     '• 


;( 


.1  ' » 


«  (' 


i;'»  " 


LSsst  man  die  Parfibel  um  ihre  äussere  Axe ,  die  Axe  der  Z, 
sich  drehen j  «d  e#M3t■^|^^|  Via  Flotationsparaboloid/ frtfiches  dar- 
gestellt ist  durch  folgende  Gleichung: 

Aus  dieser  GldiclvJDg  ergibt  j?i(;b  fljirch'  DHTerentiaflon : 


-w.l 


\\\  '■ «. 


..,. 


>.     :    .1  i 


und  daher  ist:.,, 


dz 'p'^x       dz^ p^ 


4 

>        r 


Werden  diese  Werthe  in  die  allgemeine  Gleichung  der  Loxodro- 
men,  welche  ist: 


1 1  • 


•ribstiteirt,  90  erhilt  nwi  dto  Gleidiiuig: 


•der  mit  getioger  V«rind«raiig: 


DW^'* 'OflMiäH  Jeht  dock    AoMeMAni«' 
ia  die  iHuaatolMBde  iBttt: 

^""y  +  taiigr.(l+gi)**' 

welche  folgenclennassen  sich  darstellen  lässt: 

Substltiiirt  man  nun  hierin  auf  der  rechten  Seite  ans  Gleidmf 
2)  den  Werth  in  z,   und  dividirt  Behufs  der  Integration  auf  ImI- 

den  Seiten  beziehlich  durch  a:^-t-y*=-^>  so  erhält  mani 

wid  für  die  Cleichpngen  iii  w  und  p,  so  wie  in  y  pnd  x,    indep 
man  ;r9-f9*=t^*=coi^t.  setzt: 


*)  M.  t.  Archiv  Theil  VU.  S.  887, 


3T7 

Nao  ist  aber: 

—  (1^+^*)^  _  2  i^g  (2,  +  (p«+4««)*)  +  CoDBt. 

Daher  erhält  man»  indem  man  die  nach  dem  Anfange  der  Cnnre 
zu   bestimmende    Const  =; tang)r.(2IogjB — A)   setzt,    die   End- 

gleichung ;  ., 

I-  '       ■ 

••,■•■'  .   .. .   ^ 

4jctang~       .^ 

die  Gleichung  der  Wendelfl&che  dieses  Botalionsparaboloids» 
weiche  in  Verbindung  mit  der  Gleiciranf  des  Rotaftionsparaboloids 
1)  die  Parabdoidiscne  Loxodrome  bestimmt;  eI>enso: 

Aresin  — 
Are  cos  2l 

■...•.//  .  .  ■ 

dfai  Glei(:hiii}gen  jder  Projektionen  dieser  PiM^boloidlschen  Xö^cofr 
dfome  auf  dpn  Coordinaten-Ebenen  JEZ  und  iTZf^  welche  die^e^ 
ebenfaAs  v6nst8ndig  bestimmen.  ' .  j 

In  anderer  Form  lauten  diese  Gleichungen,  wenn  man  noch 
sar  Ablcürzung  den  Ausdruek  in  der  Klamiiier '  itUt  P|  beseich* 
pet,  also; 


j? =y  taftg(tangy .  Pj) . 

;r=rsin(tangy.P|), 

y=;=rcos(taiig7.Pi). 


•.  «i 
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}'■-■.  » 


I  ^f..."  >.:        V*;»-  j   'I 


»\  ■   « 


\ 


I     • 
I 


t. 


Ueber     parallele    Trans^rersalen    ini 

DreleclKv.'DiH^Iclie  von  den  iDrieileclu- 

selten    n^ch    demselben   TerhftUnlss 

-'■'■■  K^clinfttejni  werd<w..    . 

■■*   Von  'dein-  I  i/^ltr»?..- , 


:  i'^ii-»«; 


Herrn  Dt..J.  R.  Boy  man, 

GymnatialLefirer    zu  Gobleni. 


L 

Durch  die  l^^iten  emes  Dreiecks  ABC  lece  man.  drei  unter 
sich  parallele  Transversalen,  so  dass  in  jedem  Winkel  eine  ganze 
Transversale,  ein  grösserer  und  ein  kleinerer  ^-hschnitt  liegt  und 
di|e  zwischen  den  preiecksseiten  enthaltedeii  Segmente  in  dem- 
^^Iheh  Vethältniss  stehen,  so  dass  also  nilt  fiiezüg  auf  Taf.  VU. 
Fig.  1.: 

;:  EJ:JK^ML:LO^CO;OF=m'in. 

Alsdann  hat  man,   indem  man  m -f- n=5  setzt,  folgende  Propor- 
tionen : 


1) 


AF:AH=zFG:-DH, 

s 

[BE:BO=-EK:-FG, 

'  s  s        ' 

CL.CJ  =  -DU  EK, 

s 


3fft 


AB:AJ=~DH:-EK.:    ', 
2)  IBO'.BD ="fG:  DH^  ■'"'■' 


.«...,  r 


AL:AG=jDHi 


i  Jk 


3)  )äF:  BJ^  ^rCi^  BK;  •* 


CE.CD=ßK:-bHi 


'. .  ■  I 


•   r 


4)  "  t:         }BJ:BBrs^EE:DH, 

CD:CO=i^DH:-FG. 

s  s 


Alis  diesen  vier  Gnfppeo  von  Proportionen   folgen  nächste- 
hond«  CHeiciningen:  *      . 


iaf.bb,cl=^4b:b0,ck» 


II 


]AB.BO.Clbn:AJJBD.CGi  ■■•■''  ■  ■■■  ''V 

:i-  ■   ■..{AG^J.CikssAE.BH.CO:i.'.Ui'i"\\riü..-  >.M. 

aas  welchen  sich  ergibt:  ...'.;  j^ 

6)  AF,BE.CLzi 


7)  AL.BF.CE  =  AG.BJjCB^4KJSH.OO.        ,0 

.',Nnil  beate^ebi  "aber  ferner  wlßezug,  avf  die .  TransKe^]$al«o 
?<((«  Wrt  *^  Wc|i  W|n^Saj^!Be  4e8,,W,^p^r«o»  die  Gleicf   ' 


•;-«•■  \i/.L  :■•.':  v,./JiraBO«Cers:ilCrJBkP.€!0, 

\AJ.Bk.CK^ÄkMJ.CE\ 

\\  ... 

woraus  durch  Multiplikation  sich  ergibt: 


:-f  . 


atii 


3. 


E«  bestellen  ancb  folgende  Proportloneo 


iAU:AF=^im:FG, 
JH:AJ  =  -DH:-EK, 


12) 


TfÜttt 


13) 


dlich: 


\AJ'.AF=jJK.FGi 

\BF:BH  =  -FG.DU, 

■    -.  t     ■ 

BF:BJ=i  -FG:  ~JK, 
BJ:BH='^EK:DH; 


BE.SD^jEKiDH, 
BE:BO=jEK:jFG, 
\BO:BD=:jFG:DIli 
\CD:CE  =  ^DB:BK. 

S  ' 

CD :  CO  =:- DB  :- FG , 


CO:CE=^FG:EK; 


i 


U) 


CG:CK=-FG:EK. 

t 

CG.CL  =-FG:-DH, 

t  $ 

\AK:AÜi=^EKvFG; 


AL:AG-^DH.FG. 


Aus  diesen  Gruppen  ergibt  sicli  dnrch  Sfadtiplication 


l  AH*.BF^J:  Bep.AF.AJ=zm» :  i» , 

15)  \BF*.AH.AJ:AF*.BH.BJ=n':t>, 
\BJ*.AF.AH'.  AJ*.BF.BH=  iifl.n*-, 

(BE^.CÜ.CO.CE*.BD.BO=m*:$*, 

16)  \cD*.BE.BO:BD*.CE.CO=n^'.^, 

( C(J».BD.BE'.Bffl:Ct>.C^  r=is* :  ns ; 

17)  lAK^.CG.CL:  CK^AG,AL=n^:$^, 
\AL^.CG.CKiCIß.AG,AK=m*in^. 

Multiplicirt  man  jetzt  io  diesen  Nummern  die  dritten  Propc 
tionen  mit  einander  tind  ausserdem  noch  das  erste  und  zwei 
Glied  beziehlich   mit 

A  L.BJ.  CO  X  AJ,  BO.  dL 
=  AJJS  O.  CLx  AL.BJ.CO, 

so  erhält  man: 

{AL\BJ^,CO^)X^     (AJ\BO^.CL^)X 
(AF.BO.  CG)  xf     (AG. BF.  CO)  X 


\     (AJ\BO^.CL^)X\ 

l  (AG. BF.  CO)  x(^^^,, 

1' 


(AH.BD.CL)  xi     {AL.BH.  CD)  x{ 


(AJ.BE  .  CK)        1    {AK.  BJ .  CE) 

oder  mit  Riicksiclit  auf  Nro.  8): 

AL:BJ:C0'  -.  AJ\BO:CL^=m*.n'> , 


SM 

oder   endlich:  ..••,'>.•■."        . 'V.\  .vW.  .-A  V 

18)  ^i.Äi:b6Vii>.Ä0.(:Ä=  ' 

Wir  unterlassen  es , '' Jlie' itohsleh^nHeit  tnerkWfirdigen  Auik 
drucke  alle  in  Worten  1ii'iederiM^|>eB»\mqd'^he^l1lDken  uns  km 
den  letzten. 

'      in  dptasfelljfeB  Tregl  iie^  Skti:  .  \  ' '  '.      , 

9,  Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  ptt^iilkitl 
Ml|raf0yerwiiea»:ii91^lcl|A.vY^  deiikJDlreie^s0iten  in  .^^mseli^fisyer- 
,,hältniss  (m:n)  geschnitten  werden,  indem  zugleich  jeder: Win ka( 
y^eine  ganze  Transversale,  einen  grossem  und  einen  kleinern  Ab* 
«schnitt  enthält:  sA  Inrelfcn^  die  OiteiÄdhss/kiten  durch  die  drei 
«»nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Durchschnittspunkte  so  getheilt, 
4,dass  die  Produkte  aus  den  drei  abirecUbinden  Seementen«  d0^' 
»»selben  sich  verhalten»  wie  die  Kuben  der  in  gehöriger  Ordnung 
»»gewählten  Verhältnissglieder/' 


Nehmen  wir  (Taf.  VIL  Fig.  3.)  den  speziellen  Fall»  dass  die 

Earallelen  Transversalen  einzeln  durch  die  Seiten   des  Dreiecks 
albirt  werden»    dass  also  m=n.     AlsdUhti  kann  maU    zünSdist 

die  dritten  Proportionen.  4f\r  ^ifinm^r«^  1^)»\^^)>  ^^)  ^'^^  au^ellen» 
wie  folgt: 


Ar.AH:BP.nH=ÄJ^:BP\ 


.  i 


»::i9)  IBD.BEtÜDiCEisxBO'.tOt^.  ■i 

=    Itii^eiib  Piopot^6ni>B  ¥bti\Mt  sieb  Tolgetldir 'Sktii!''ni*'i  '"';" 


'Eckfej 
;und  ^WIsV'IM^al  def  l)äreitöclraitte(nmktV  ii'WeKfibAi  Mfae 
.Transversale  halbirt  ist,   ein  doppelter  Punkt. 


5. 

'  '  Aus  dei6  heM^ ,  «tsteti  Proportionen  in  dteli  lYrnnmeHÜ  18^ 
16)»  17)  eiliäHeli' vIt  *ttnW'4ersc!itfen,,Voransaf^^ 
chongent  '    ''    ;'7;^^*'    .      '  ' 

„^  iBH*.AF.AJi=8AB*:BF.BJ.        ''- 

^        Uf^.bhbj^^b^.äu.aj,  :.:'     '    V ';' 
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MMM  die   ersteo  6  Pot^nzeD.  za  bilden   {tättje.    Dies  gibt,   ireno 
UB  der  Kfirze^fvegen 

if>^ 4  fol{|eDde  6. Gleichungen: 

jr+F=i  +  z, 

(x+<%)J:  f  ^+3ar)F==l+j+32f  3Z«,     . 
ar»+&ry +ya+(4r+4y)ZF=l+42+(4+2)Z  +  6Z« , 

=  l  +  102+(5+5i)Z  +  (10+x)  Z», 

=  l+202+x«  +  (6+152)Z  +  (15+62)Z«; 

vtechen   welchen  die  5  Irrationalen  X,   Y,  XY,  Z,  Z<  zu  eli- 
Wren  sind. 

Obgleich  durch  die  letzte  Trennung  der  Wurzeigrussen  die 
Bxahl  der  Irrationalen  bedeutend  beschränkt  ist,  so  wfirde  die 
I  sich  leichte  Elimination  derselbeti  aus  den  vorstehenden  6  Glel- 
innsen  doch  noch  zu  einer  umständlichen  und  zeitraubenden 
Hßmt'fOiaent  bei  Welcher  .sich  Rechnenfehler  nnr  ra  leiebt  etai^ 
jh&ichen.  Mau ,  wurde  daher  im  vprli.eg^nden  Falle  noch  eiij^» 
M^ftilgiRraehnaitesen  Terfahren:         j;  »^       ^r.xyu^. 


'  * '_ 


Man  transp'onlrt'  in  der  Gleichung  2)  alle  rationalen  Glieder 
if  die  rechte  Seite  und  quadrirt  die  entstehende  Gleichung.-Hier- 
irch  müssen  alle  aus  A  und  F  gebildeten  Irrationalen  ein  ffir 
le  Mal  verschwinden,    und  man  erhält: 


4ry =(l^ar-y)«+4i  +  I4(l-.ar-y) +i]Z  +  2(3--if-,)Z*, 
ler 

4a:3f-(lr-4r--y)*--4x=[4(l-j:--yH2]Z+2(3— d^-y)Z*.^ 


::.MaA  bail  es  jetzt  nof  noeh  mit  den  2  IrratiohaJeQ  Z  nuä  Z^ 
I  tfcan^  welche  man  mit  germgereo  Umständen,  aa»  der  IstBn^ 
•il<3  und  3teo  Potenz  der  letzten  Gleiehaog  wficde  eUilifaifreii 
InneB.  ;  Man* /fndet  jedoch  9  dass  za  diesem  Zwecke  sdioii  die 

ite  and  3te  Poten«  genügt.    Denn  d«  diesf;.3]te  Potenz  in  die 

_____  ...  1 1 


3M 


!.  ••  ifiii       •  ■■■.■•      •■i><fi...%l         •       •«.-  i      .1 


■• ) 


:•■;.     \{.  .:     •  i 


.  •  •      a  ' 


*  »  ■    I  ■ 


•♦•ri 


(.1        ar\         ar*         3«  .    a: 

*  '  ■  ' 

,        '  I 

9iel9K  nahe,  oder 

»        •»  .       .  .  -•     V.     .   .    . 

".    ^   -       •Sit-,    ip   •■  ^  Sit  .    ar  ,    a: 

■o«>n---  ö"Sin-  4      '    sin  — 

*        n z        n       I     *  w 


1+2C08;^-j2ö;^        l+^cos-  l  +  cos- 

ebenfalls  sehr  nahe. 


.^' 


Wenn  man  in  diesem  Werthe  des  Kreisbogens  a:  den  zweiten 


.4 


sin  — 


™  8Qii»  ' »  seiner  Unbedeutendheit  wegen ,    weglässt 

1  +  cos  — 
n 

ond  den  Radios  einsetzt»  so  hatman»  annähernd,  folgende  Analogie: 

Rad  +  2  cos -.fctil^^^=  ^  ^^  '  ^' 

'4ikie,  ifAsfieolrt;  die  WäMc«^  Äiwfafe  giebt.  "^    '       tf'>^^>  j- 

Aus  der  Form  des  weggelassenen  Termes  erhellt,    dass,   je 

^i'lrd,    ■  _  ■      ' 

h  ^^if?^^^  ^eser  auch  i 
ilt  ^raen  kMa,  dass  die  sevs 
Genauigkeit  erlangt  wird;    doch    immer,    wegen   der  Möglichkeit 


Sr5s8er  n  angenommMi  fvird/  desto  grauer  man  die  Länge   des 
[reisbogens  a:  erhält,  st^^j^  ^^^f{|r<^^  ^eser  auch  ist,  n  jeder- 
zeit von  solcher  Grösse* ^fewVnlt  ^raen  KklAi,  dass  die  gewünschte 


und 
bedeutet 


Theilung  des  Kreisbogens,  n==^,   wenn  m  eine  ganze  Zahl 
utet.  ■  ■    •  '>.  •  ''  ■      ■»  r>'^i « 

Setzt  man  n=2;^0'wW: 

Ix  a:     3 

Rad  +  ^coso  •  2sin^=2  R^d-^* 


fi  * 


:^>  Rad4tR*eiMi^:cb<irdLl»ZK>Rftdtd;,  :  '<    !    r 

■      •■  •.  i'  I  •  ..  .,         '1    =A        I        ' 

•  I 

Analogie  auf  folgeiHlß.WtlM  leii^. «oMtmirt  ivii4;.    i.u. 


•M  W\(bd&  «kl  foo  2d«nielben  DlraeniifeD»  wd  «kiw  vte.  der  fltaf- 

ten»  indem  wir  Va  als  die  UimensionseiDhett  wäa^«  lyoo  deji 
Bachstaben  A,  B^  C,  D  und  £  hat  alsdann  ein  jeder  eine  sei- 
ner Stelle  im  Alphabet  entsprechende  Dimension.  Ebenso  den- 
ken wir  uns  bei>  •  ^'  '  ■ 

alle  Glieder  von  der  nullten  Dimension,  wedurch  die  DnbekanB- 
ten  ^>  ^9  t' nWA  V  der  Reilie  nach,  die  Mmeislonswerthe — 1» 
—  2,  —3  und  — 4  erhalten.  Jedes  Glied  des  Zählers  sowohl  alt 
d««  Neitliei^  In  <)<en  Atn^lrfidreif,  die  (ur"ir>  y  u.  A>  v^.  ^ffemdeA 
weidiM^,  inuM  äifiMhtn«  de»  Factor  ir  so  oft  WnäHeW/  üA^  ihtt  die 
Dimension  fünf,  die  diesem  Factor  zukommt,  noch  fehlt,  weno 
man  es  mit  den  übrigen  Gliedern  >  die  mit  ihm  von  gleich  hoher 
Dimbfish)h  seiil  müseeh,  vergleicht.  Zu^eioh*teliss  die  Dimen- 
sion des  Nenners  die  des  Zählers  bei  dem  Ausdrucke  für  d:  um  l» 
bei  dem  für  y  um  2  "il  s.  w.  übertreffeu.  Hiernach  ha^n  wir  nun 
bloss  'dfe  CileichungeA  •  ^ 

•  »  ',«■'.  -    . 

•     ■  ■  • 

aiifzulüsen:  und  stellen  wir  diese,  um  die  allgemeinen  AuflusBOgs* 
formetlk  desto  besser  anwenden  2u  kunnen,  dürclb 

08+62^+02^  +  ^22  +  ^2^=0, 

«9  +  63a:  +  Csy  +  «/gl  +  Cjt?  =  0, 

«4  +  h^  +  ^4^  +  d^L  +  f  4i>=0 

dar;  so  entsteht  die  Tabelle,  deren  einfaches  Gesetz  sogleich  in 
die  Att^n  springt: 

A:=mi  =-^2=  iij±i'C4 , 

» 

Bz=zbl=:a^  =  C3  ==:«?4, 
C=r  Ci  =  62  =  Ö3=='^4V 
/)=  di=-  ^  =T ^3  TT  ^4» 

Da  Xy  y,  1  und  v  einen  gemeinschaftlichen  Nenner  haben 
müssen,  den  wir  N  nennen  wollen;  so  kannn  man  auch,  um  alle 
Brüche  zu  vermeiden. 


loa 


I  den  Aofidnick  anDehmeo»  mit  wekhem  man  ■ 

milüplidm  hat,  um  ein  rationales  Product  za  gewiimen.   Der 
'drffi  TOD  iV  erffibt  sich  hach  der  Methode  der  positiven  und  ne 
tivs#  P^tmutaftonen  durd»  nkolstehende  Reehbang: 


■  1 


BDAC 

Bt>BB 

BEEC 

BEBA 

BAEB 

BAAA 


—  CiM^««  1  CCAC 

CCSB 
CEDC 
CEBE 
'P4BB 
CAAE 


—  eibtCtdi 
+  eibidtC^ 


DCEC 
DCBA 
DDDC 
DbBE 
DADA 
bAEE 

ECEB 
ECAA 
EbDB 
EDAE 


—  eid^Ct]  EEDA 
^«id^Ctbi,  EEEE; 


+■  Cidjfije^ 

.!  —  Cl«^M« 

id  is»  ist  mitfc'iD 

'ia£«  -  dE'DA-^E'CB  ^  lED^B  -|-  2EDC» + 2ECA^+iBB*A 
-D»C^aA-B»D-A'B+D*A^+C*B'^DCBA, 

•  .   •    •       •  .  •  - 

'  £rv»'äg(^  WÜ»   dass  unser  rationales  Prodaet :  luieh'.^en  so 
it  durch  idie  fitultiplication  der  Faetgren^:     * 


:••/ 


1  ;■ 


j« + fi  v^ + z>  v^ +c  v^ + Ä  vis» 


id 


.t 


i: 


.•I 


1 


ntstehen  konnte »  und  dass  es  uns  dermalen  auf  die  Factoren  a 
och  nicht  ankommt;  so  werden  wir  durch  einfache  Verschiebung 
er  Buchstaben  aus  dem  Werth  von  N  sofori  den  Werth  von  Nx 
Ueiten  können.    Wir  erhalten 

26* 


40S 


iV5==F»-4F»f;j-4F»Z>Ä~2F'C»  +3iF»jE«Ä+3F*Z>2<«+6F»£;DC 
+  6F*CBA  +  F^D^  +  F^B^-^FEW-üFA^C-^FE^D* 
+  3F£«J«+3F/>«Ä«-3FJB«^a-6F/>«a4-6F£CÄ« 
+  FEDCB'--FDC^B^FC*+DE^-'B1}*-DBHBA'^ 
+If^C*+B»C^-2AWE-2E*AB+2B^AE-2C^AB--2C^DE 
+  2D^AE+3A^C^D+3E^C*B. 


»i  jedem  folgenden  Grad  der  Wurzel  werden  diese  Aus- 
drücke beziehiicher  Weise  jimfknmif^er ,  so  dass  es  gerathen 
«cheint»  mit  N^  zu  schiiessen.  üeber  den  innern  Bau  der  Aus- 
drflcke.  dieselben  sowojil  ^^inzeln  als  in  ihrem  ^g^nsßjjtige^.  yjV^'i 
hffMUM^ImWMl,  lidtmle'lGb  nocb  mehrere  0efi6erirtli^lnMi--^ 
fügen;  jedoch  i#t*Äiß  Ausba^te  flesAan»  was  sich:  v^ir  bis  jetzt  In 
dieser  Beziebudlg  er^eb^n  hat ;'  tm  Ganzen  noch  ib '  geling ,  dass 
es  mir  besser  scheint,  alles  hierauf  Bezügliche  Torerst  noch  zu 
unterdrflcken.  Ich  gebe  daher  zum  Schluss  nur  noch  eine  Probe 
Ober  das  Hinzufügen  der  bisher  ausgeksseneiL  Factoren  a : 

NtX=-'A*a''  +  ACa+ 2ADBk — EßC—  CBhi , 
N^y=B*u  -  BD*—'iBACu  +  A^D«  +  DC», 
Ntt=:-C»+CA:'a+iCBD—B*kttr-AD'. 


I  ' 


'  •  •  /         • 


r  f 


■  1 


..  t     ■'.';.: 


/ 


■  ■  .•. 

F   .... 
■  1 


.    •.-   .» 


m 

j   rf>     CE  +  ED    .  j  •  .     j.    ^  ,^                 ED-CE  ^. 
ond  JS»I#.     g mrd  dana  die  lialbe  grosse,  s «»* 

halbe  kleine  Aze  sein;   trägt  man  daher  JSC  von  E  aus  auf  ED 

DF 

auf,  80  ist  "Y  =DG=zGF  die  halbe  kleine  and  GE  die  halb^ 

grosse  Axe. 

Die  Lage  der  grossen  Axe  wird  durch  die  Verbindungslinie 
des  Mittelpunktes  M  mit  dem  Ualbirungspunkte  G  ange^ehoik 
Weichen  die  zusammen  gehörigen  Durchmesser  nur  wenig  von 
den  Uauptaxen  ab,  so  wird  die  ißnlfemung  J/6  klein  und  daher 
die  Lag0  ^diureli  <Kese\  Punkte  nicht  mehr  hinlänglich  genau  be- 
stimmt   fiescffir.ninmii  man  dann  die  VerbindungsHBie  d^  Punkte 

F  nnd  C,  welche  der  grosseo  Axe  pariUlel  gfebt^  (da  jjp=^  jofn 
=  1),  als  RichtupgsUnie  (Sir  die  grosse  Aje  an.  . 

Die  Richtigkeit  dieser  Construction  ergiebt  sich  folgend: 

Bezeichnen  a  und  b  ^le  halbe  ^osse  und  kleine  Axe  der 
Ellipse^  und  l,  /i  die  beiden  conjugirten  Halbmesser  AM,  MD, 
welche  den  Winkel  AMD=z  einschliessen ,  so  ist: 


(I       V^p^i'^^s\nz±^  P-i-Pi—2Uia\\ 


und,  wird  fiir  z  90*^  —  «  subslituirt: 


d.  I.  da  der  Complementwinkel  a=:fiMCt 

al  _ED±CE 

6»  -         2         • 

Der  Winkel  y,  4^b  die  grosse  Axe  niiU  dem  einen  der  conjugir- 
ten Durchmesset;  t,  einschlieast,  ui!i6jS..^io: 

6*(a* P) 

Es   ist   aber    biq.AMG  "=" pf^^^i^i)  »  fo^g^'c*»   HJ  *e   Lage 

der  grossen  Axe.  Dass  sin .  AMCr=.  /äT^xZXä)   **^>  ^^^^  ^^^  d®"* 

Dreieck  DEM,  wo  DM—l^,  ME—ly  EG=a,  GD^b  und 
Winkel  AMD^i  ist;  denn  es  ist  ig.AMG=ig(z''GMD),  oder, 
wenn  GMD  durch  1  bezeichnet  wird, 


41» 


•    »  — —  -  ... 

:  t 


—'***'      l-l-tes7tel' 


•        '     l 


tli..  .   .■    ■  (■•  ■      -  1  ••.•., 

i  ■  I  ..  i.  -.1  ..         *'4^        ft^ria^  i 

'V"*^,^^eogg  '    '<^4     ifrotf)    liaiif 

wid  w6id0D  fto  0lb|l  uü  co0^  Äe  glefeli«n  Wertlle 


• 

_.        l.timx 


1*1  il  *^/f           illi'i..                           •;    ■    y  mMMMW^*'*~ — a'-t                       .11 

'..     ■■  ■                                          * 

• «  f  .        .          1          I               I 

and 


a  +  b 


■II 


substitairt , 


igijati  —  blsinz)       b .  fcogi 

a  +  b       ^        a  +  6 
tgx  (all — ft/sinz)  —  A/cos; 


.-  t 


40» 


te.AMG=z • — ■    ^/  ^^, " 

^  aiicoaz 


ik 


:  ••/.  ,' 


•  '   '     i 


■■■>  ■•«!■.■* 

6«(a'— P)* 
-*»(/«--6«)' 


.    y^jy^     **(«*- P) 
sin.if  Are*  =  jtr^ZTti*)  ' 


':i 


H.*;  I'!- 
'    f  •  •  •  ■■  I    ' . 


1       ' 


<  »4  • 


t     •»;      ' 


!       :     .     i 


f  «:  iJ     ...     .  ■ 


» •      '  I 


V..'.  ,      ■•■ 


l 


,   < 


I        .»    I 


;  .1 


1.   . . 


i    . 


•.•.^ 


419 


'     -  I      V  ■•  •        1     < 


1    — 


u  -        ,  > 


•1     .* 


II- 


■  1 '      1  - 


■■'       I   ^ 
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H^^moire  siir  la  th^orie  des  formes 

«iiiMbratl«ites. 

Par 

Monsieur  P,  Arndt, 

Docteur  eii,  PliilaM^tiie  ä  Stralfand. 


he  Probleme  doiit  nous  allons  nous  occuper  dans  ce  mimmn 
C8t  celui  qii*on  trouve  dans  Farticle  236.  des  „Disquisitiooei 
Arithmcticae'S  savoir:  ,^Etant  donn^  deux  formes  quadrati(]iies, 
düiit  les  determinantes  sont  en  raison  de  nombres  carres,  on  se 
propose  de  trouver  une  troisieme  forme  composee  par  celles-ci." 

• 

La  Solution  de  ce  probleme,  le  plus  important  dans  la  theorie 
de  la  composition  des  formes,  donn^e  par  M.  Gauss,  est  aus» 
ingcnieuse  que  difficile,  parceque  l'auteur  a  supprime  tout-ä-fait 
Tanalyse,  par  laquelle  il  y  est  parvenu  et  qui  exige  des  conside- 
rations  tres  delicates.  Les  reelierches  que  je  fis  dans  cette  Toe 
roe  firent  trouver  une  Solution  fondee  sur  des  considerations  tres 
simples,  qui  sera  peut-^tre  agreable  ä  ceux  qui  aiment  la  theorie 
des  nombres. 

Je  commence  par  resoudre  le  probl^me  suivant,  sur  le  qoel 
nous  aurons  ä  nous  appuyer  dans  la  suite. 

„Les  six  nombres  P,  Q,  R,  S,  T,  U  etant  donnes, 
on  se  propose  de  trouver  huit  autres  nombres  p,  p't 
v"il^*\  7»  9'»  ^'^  (?'"  *^'*  qu'ils  satisfont  aux  equatioos  soi- 
vantesp/-^i?'=/^  pq"^qp"^Q,  pf-qp'^'^R,  p'q"-q'p''^S, 
p'f^^^q'p'»^^,    p"q"'--q'^p'"=:L\\Me    nous  design^roo« 

par    $1." 

II  y  a  plusieurs  cas  a  distinguer. 


1^.^  Lorsqne  les  trois  ncimbres  P^  jQ>  R  me  s'ävan^uiss^nt 

hnukataiSment,  il  sttif  ies  iErois  preniii^res '  i^aatioiu^  St,  que  les 
ombres  p,  q  np  peuvent  £tre  nul8  tous  deux,  et  qu'il  eo  existe 
mx  ^oBeMtiqn^  m  rpln«  #c&iid<diviiireiif  coli^vn  Aqoi  m^Mre  les 
ombres  P*  Q»' R  simültaD^meDt  itlaintenant  si  nous  desisnoDs 
AT  f>,  y  des  vaieurs  tel{^nie||^t  choUies  quelles  sutlsfoDt  k  l^q^a- 
lob  p9>-^i[^=i:f;'tk>fateit  ies  valeurs  des  hmklsre^  ff,  ^ip"*  q^A 

^t  ff,  satis&UHintes  aux  trois  premi^res  öquatioiis  ^,  seront 
pmprlses  dans.  I^s  fqniiales  cfiiivantes: 


.•>,i       I        •  I  •        •  ■     •  I  I ! 


i:i 


r  li 


\ 


>'A  Z^*'  reif^sentant  des  oombiefli^iitieir^  q^ekonque«,   Ce«  va. 

W^il!^*  ^u^tjtu^ei,  ^^fj^  JJi^  tr0|0  dermdres.  (^q^tions  il,  ceN 
Q0-C1  seröDt  remplacees  par  les  suivantes: 


!l     »!     *>  l     :  >-    »     •      '    !    »  . 


S=/f  J^'fi.    y^^^/ÄiP^.^*;    uu^f'^^rfi 


lesquelles  U  je^t  dvident  que  les  munbres  ifi;  T,   17«  sont  divi- 

V  '  P      Q      R 

ibies  par  le  phis  gmad  dirtseor  commun  de  -r*  >   *p*    y'     ^^® 

tous  d^sisTiefons  bar  fi.  6e  nombre-jEc  sera  done*  facteur  des  six 
iombres  P,  Q,  R,  S,  T,  ü ,  par  coiisequent  de  leur  plus  grand 
llfifcgcur^  .<^ppiip]iip  k.  De  plus  si  nqo^  d^sj^nons  le  pjus^erand 
Bri^eur  cooiroun  des  trois  nombfes  P,  Q,  R  put  f,  nöusaürons 
t^j^^  iMagihea  v(räs  raalhterUtnt  ötf^öif  att  a^ermiii^  \W  nöm^^ 
~"  p,  (\,  t  de  Sorte  que  pjP+q5?  +  rÄ=6,    ce  'qui^'peüt  W 


aire^  d*une  infinite  de  main^re^»    vous  aurez  ä  Faide  des  valeurs 
H*S;iP/ür<iqeriqps  vencöi«  d^^taWir,  >      .m     \ 


V 


<|ffi       ■•«  .'fi     »   .        ■••■  •.;..        '»•■ 

iii'^taiii»^  k  pf+c^^+tfH'  S^stitues  eoi»  t)€Mi  vak«r»i.de 
V"A'/^  9EM|a  les  e](pressiiNis  de  p^^  ^i  p",  f";  p^p  9^»  vous 
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KMBbres  fPf  iffie  Boite  quHs  laatisfont  k  Vi%uaiü<m  p'gh^'^=iX, 
»  ^laot  le  plus  graod  divisevr  common  das  noHibres  pf^  q'\.  pwn 
ifttisfaire  aux  äquations  p'qi' — q'p'^zzzS,  p'tf — rfpf^^zTy  on  Tera 


T         o' 


^ 


P'=f?+/^? 


T         t/ 


11  •»  i  "  I 


que  ü-  est  divmible  par  le  pk»  grand  divbeur  commun  de 
T»,,^>     49€  nous   df^signoQS  par  fi.    Ce,  nombre  fi  sera  donc 

ineteur  des  ^trpis  osinbres  Sy  T,  17,  «n  coos^queDce  de  leur  p|us 
(fand  dinosfii' <?omimin  A.  Nous  aurons  en  ouUre  e=^X^,  e  ^taat 
e  plus  grand  divisenr  coramuD  des  deu  nombres  £1*  7.  Imagi* 
MS  Tous  maintenant  qu'on  ait  dötenniD^  les  nombres  s,  t  de  sorte 
ine  SiS-f  (7=6»  vous  aurez 

i  '  •■-....# 


riiknt  ^  k  $f+i^'.    t)e  U 


vi'j'.y-'i 


iL 


eg'=S(fnp+io\)+tq'V 

IM   .  -         . .  ;  ^       ■  ■   '    ■   . 


iUt  } 


iIl*iJ        S.) 


IfH  impeite  ,de  remat^quer  qae  les  nofnbres  fi^-f  Q>^>  ft^-foT^ 

Ütfsfonf  k  l'^quatMi.  p'x — q^y=e.    Ainsi  nöns  sommes' parrenns 
/tette     •       •     • 


i  . 


!.\  Solution'  Suppos^  que  les  nombres  JP^  Q,  Rßpient 
aI^s«  mais  5,    T  ne  s'^vanouissent   to'as    deiLX,   soit  e 


?, 


plfis  graod  diviseur  commun  de.  5/7*   ^  celui  de  S, 
,  U,  f*  diTiseur  .quelcohque  de  k.    Cela  ^tant,  e  sera 


.  e 


[{▼isible  par  k,  en  cooc^quence  par  ii,  d*oü  —    sera    un 

ntiex  que  nous  d^signons  par  L  Prenez  deux  nombres 
/,  9'»  dont  X  est  le  plus  grand  diviseur  commun,  faites 
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Bf  Sy  T,  U  n'ant  d'niitrie  iacteuc  femmun.  que  tel  qui  nftesure 
«m^l  taiyiMieit  •  lea  oötebtdiCj  nti^,  'in%'  siippiDsed  pr^tttifefs  ^nt^e  euX. 

MaintenaDt  en  s'imagiiiant  (|ti€  l'a>  fofipi^cKerdi^^  F...( J,  i?,  C) 
ea^/^awferpiable  dana  le  Droduit ///  au  moyen .dis  1^  Substitution 

ö',  p'^,  ff";    (7,  ^^  ^,  ^"^5   niapfes  le«  priric^pt^s  ^iablis  par 

-Gauss  il  ne  s'agit   que  de   deterininer   ces  huit  nombres  de 

mH  Sorte  qit'll«  sitisfont  aüx  itfquMrttts  «\)r^^T-»'^P,  P^'-^VP* 
^Q,  f^-^pf^^R.  p'q^'-^q'p'^^S^  f^^-^'p'^^T./p^^^^p^ 
^=U,  et  ojuds  reodent  enti^res  les  valeurs  de  A,'\jA,  Cy  d^ler- 
minies  ä  .Faide  des  equations  .Ann'  =  &Q"  —  gc^,    ^ßnnf^^p'q^ 

■yrOf  a^^^s  te  i)^  hbiM»  arotoa  tr<^v^  pto»  bknU   polir  satU* 
faire  ä  la  premiere  cooditioD,  on  a 


■'  / ». 


V.    Lorsque  les  nombres  P,    Q,  tl  ne  sont  pas  nuls  slnml- 
tanöment:  ..      <,- 


lq'=zq>P+'qqS  +  tqT 
kg^—ipQ  +  tgü-pqS 


ip'^'flfP^qpS+vpT, 
Xp''==iffQ  +  tpü^ppSy 

I 

i 

eü  X  est  le  plus  grand  diviseur  comroun  des  nombres  P,  Q,  R; 
p  et  q  deux  nombres  quelconques  doirt  k  est  le  plus  grand  divi- 
aeur  commun,  pP+qQ-\-tR^^i ,  p<p—^qrff=iL  Je  fais  remarquer 
que  V^uaxioiL  PV  +  RS — Q7^=0  a  lieu,  oar  on  a  an' .cnf 
+  rt'n + bnf)  C6*n  -  6n0 — a'n .  c'n  =  (W^ä'c')  nn  -^  (bb  —  ac)n'n' 
zzia'nn — dn*n's=%.. 

Je  dis  maintenant  que  les  Aombres  p,  p\  p*,  f^"^f  9»  9'»  rf'$ 
qf,  aiosi  d^termiuäs,  rendent  enti^res  les  valeurs 


Pour  faire  voir  cela  je  döveloppe  lea  quanütäs  lMs'^''f^qrf^ 
z=:l&.Xf-Xq.Xfy  XX(p^  '{■qp'^'-'p'q''^qYy=Xp.hf 
+  Xa.Xp^^Xp\Xq"'^Xq\Xp",  Xk(py''^)=zXp'.Xp^'-Xp.xfi" ,  en 
metüint  pour  les  produits  Xq*,  Xitj",  Xfj^;  Ip',  Xp'^  Xjr  leurs  va- 
lears,  et  prenant  q{fiP-\-c\Q\tR) ^  p{pP\c^Q\tR)  au  lieu  de  Xq, 
Ip,    Alors  OD  aura 

=  (f>q>PQ — pqiqP(R+S)—q<pq>^H--S)-^t9qiRB^  PÜ-^QT) 
:i^ppqgPT+qqq9qü+tcqgTÜ 
+  ptqqT(R—S)+qtqqü(R+S)-l^fM^qf(:PU+RTi^SS),   .- 
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=-2Vi(>PQ+p(py+yi(>)P(Ä+'S)+q(P9H-9t)Q(Ä-«)         _      _ 
—1ptpqT^R—S)~7icfepqV{R^^S)-'ipqpq^PU^T-8St. 

t 

I  *  , 

La  valeur  de  ll(p'p"—-pp^  est  enti^rement  BemblaUe  i  cdk 
de   lMM*q*''^q^)»   de  laquelle  eHe  sort  en  mettant  ^,    p  i  h 

place  d[e  9,  9. 

■I 

En  substituant  pour'  P,  Q,  R»  S,  T,  U  leurs  Talem«  oa 
verra  que  tous  lea  termes  de  la  premi^re  expression  coiitieiiiieil 
le  facteur  mn\  et  ceux  de  la  aeconde  le  facteur  2nn',  altenda  qoe 

RR  -  PÜ''QT=2bb'nn'+  dn'n'+dfnn, 

■  'i'  i'  ■      . 

PÜ+QT'-SS^  2bb'nn'  -  dnW-^d'nn, 

dn'n'      d'nn  ,  .^ 

itit         Hfl 

ou  la  qaftbllt^  ydd'  est  ao  nombre  entier,   qne  nous  d^igooiia 
par  J,    De  lä  il  vient 

m    '^Mr-g^T) 

=  9900'  —  2aft'P9?7 — 2ba'qq>q  —  2(66' + ^)r<P9 
+  a&ppqq  +  ca'qq99  +  cc'ttqg+2bc'pvqg 
+  2cü'qtqq  +  2(66'  —  ^)  pq^^ , 

[2]     ^Apf'^rqp'"-pr-9Y) 

=— ^t^aa'  +  a6'p(/?gH-9t(;)  +  6o'q(/igj+9if;)  +  (66'+  -^)c(;?9)+9t) 
—  a&pppq — ca'qqpq  —  c&ttpq — 2b&ptpq 
— 2c6'qr;?5r  —  2  (66'  —  -^  pi;?^ , 

[3]    ~^(P'P"-PV^) 

=  ^^aa''-2ab'pxl)p  —  2ba'q^p-'2(bb'  +  J)tilfp 
+  ac'pppp  +  ca'c^qpp  +  cc'ttpp  +  2bc'pvpp 
+  2cb'qtpp  +  libb'-^J)  pqpp . 

Nous  demontrerons  actuellement  que  au'  est  divisibfe  par  AX, 
a6',  6«',  66' +  z/  par  i. 

Ed  effet  il  resulte  des  congrueoces 
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i>  .  ott'aO  (mud.!),  «'nsO  (nrnd.!).  A'n-f  Ar'^O  (mod.il) 

al^n*—Q,  6d^=0,  d*oü  Abf.mn'^Oy  ab'.mfn=0  (mod.  X)i  or,  le 

5 los  grafxd  diviseur  commun  des  produits  ab^mnf,  aö^m'n,  c*e8t  k 
ire  ab',  äetü  divisible  par  l  de  m^me  que  chacuD  de  ces  prodaits. 

D'nne  mäniere  semblable  on  d^montre  que  ba'  est  divisible 
par  L 

En  troisl^me  liea  on  a 

«(W+2i)=66'w+an'=6(6'n+6nO— flcn' , 
nf{bb'+jy==bb'n'+d'n==b'ib'n+bn'y-a'&n ; 

fpat  suite  (bb'-i-J).mn'^i),  (bb'-^^hm'n^O  (mod.  k),  d'oü  comme 
pr^c^demment  bb  +  J^O  (mod.  X). 

Ojn  a  enfin  aa\mn'^Ot  aa'.m'n^O  (mod.  i),  d'oü  aa*^0. 
(mod.  ^  iL).    Maintenant  d'apres  ce  qu'on  vient  de  dömontrer,  11  snit 

aa'.an'^O 
aa'.a^n~0 

aß'.lb'n+bn')^ab\a'n+ba\an'^0  f 

Äa'.(6'Ä-^6nO=aÄ'.«'»-6a'.on'=0  ^   ^  ^' 

,    caVil  =  a6'(6'n  +  6nO— an'(66'+A)=0 
aa'.cn' = ba'  (b'n  +  bn*)  —  a'n  (bb' + A) =0 

donc  le  plus  grand  diviseur  commun  des  produits  k  gauche,  c'est 
k  dire  aa',  sera  divisible  par  XX  de  meme  que  chacun  de  ces 
produits. 

En  r^unissant  res  r^sultats  on  voit  que  le  premier  membre 
dans  chacune  des  ^quations  [1]»  [2],  [3]  est  divisible  par  XX ,  ce 
qu'il  s'agissait  de  d^monter. 

2^.  8i  les  nombres  P,  Q,  R  s*^vanouissent ,  oü  an^^rO» 
o'n^O,  6'7i-|-^'=0,  il  vient  a=0,  a'  =  0«  les  quantitös  n»  n' 
n'^tant  pas  nulles*).  De  plus  le  nombre  S  ne  s'evanouira  pas, 
d'ailleurs  on  aurait  6=0,  6'=0>  par  cons^quent  d=J}b — aü=0, 
d'=^b'b' — aV=:0,  contre  Thypoth^se.  Donc,  en  dösignant  par  X 
le  plus  grand  diviseur  commun  de  5,  7;  par  p\  q*  deux  nombres 
quelconques,  dont  X  est  le  plus  grand  diviseur  commun ,  faisant 
ensuite  QS-\-tT=^Xy  p'q> — o'V=iL,  il  faut  avoir 


F9— V 

Xq"=zfpS^tq*V 
X(f^=q>Tsq'V 


Xf^—^T—Bp'V. 


*)  Si  on  avait  ;i=:0,  ^'=0,  il  r^talterait  en  coniöquence  des  ^qua- 
lioD«  d=Dnn,  d'=Dn'h\  d=:0,  d'=:0;  or,  ce  ca«  e«t  exclo. 

TheilXin.  27 
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Um  DotthM  p,  p^,  p^  aAiw  Mn*  ilMl  itkmmlkM,  m  U- 
ttontre  par  nne  m^Me  eotiArenmit  sembhbk  k  cell»  qm  wtm 
afoqH  fljq^pby^e  daas  !•  prenier  cm^  ^«  !••  B«BhnN(  ,;, 

flont  entiera.    Bn  effet  U  yient 


>:U 


l.         r        -  ■■■■'"■•■■■      'j 

^  ip'p^-^ppF)  1 

d'odi  Ton  yott  qu'E  na  reite  qn'a  dteantrer  qa«  ktt  iMMibhft  VI*, 
i&  renferment  le  factour  L  0  «dt  dm  coognelMMi  J»*  ■4^mz% 
€^«=0  (mod.  i),  b&Mn'=0»  b&.mfn^O  (mod.  X)«  d*oft  Jb&^ 
(mod.  1).  Eo  ontre  Sftn^O«  Sft'i^O,  par  ooMämeot  SU^JMiMt 
S6»'.iii'ii»0,  doDC  SIM'bO.  (mod.  1). 


•  j     >  < 
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■    2 
••     /IC= -  =  2  V2^  «3.82813, 

I  ".4i>= — ^— -  =3,06147, 

'  Tm  TL 


I,  .  ^^T^^Q 


'äE=—~-^ T  =3.12145, 

^'  :"  ^^°      .      «^     .        »  =3.13656, 


€08  J  COS  7  COS  Tg  COS  K^ 


-^g=  .      n      \        n        n  =3,14033, 

COS  j cosg  cos  jg  cos  22  COSgj 

AH^ ;r~S it"^     n n ——^MVJSi. 

eos  Jcos  Jcos  ^cos  ^  cos  j^cos-^ 

..•   Dft  ii=:3^l41S9...  ist;  so  folgt,  dass  schon  bei  vier  Winkelhafbi- 
roogen  der  Näherungswerth  AV  nur  um  wtjk  zu  klein  ist. 

Man  kann  sich  übrigens  auch  durch  einfache  Zeichnung  ein 
Uftheil  Über  den  Grad  der  Genauigkeit  eines  jeden  solchen  Nä- 
hennigswerthes  AF  verschaffen.  AF ^  wie  jeder  andere  der  vor- 
stohewleD  Näherungswerthe,  ist  nämlich  zu  klein.  Verlängert 
nun  aber  die  Linie  EF  bis  zum  Durchschnitte  iV  mit  AM^  so  ist 
AS  SQ  gross;  denn  man  hat 

AF  ^ 

AN^—^  = 


n  n       nco8  n        n         n 

COS32      cosjcosg.       feCOSg2.cosg2 


uid  da 


•  >     ' 


7t  71  n  7t 

cos-ÄQ      cos  AT  cos  1^.-.  cos äi 


Ut;    so  ergibt  sich   nach    dem    vorstehenden    Ausdrucke    (lir   7t 
AN>7t. 

Der  Werth  von  7t  liegt  also  zwischen  AM  und  AN^  kann  also 
bald  iwischen  ungemein  enge  Gränzen  eingeschlossen  werden. 


Die  vonteheiide  Methode  bat  ¥0?  Tielen  aadcfeiilniAMa 
Vonug,  daee  sie  sich  ait  derselben  Leiehtigkeit  MCdi»  BslEiii> 
kstion  jj^te^Mleblffen  Kreisbogees^r^ifeH^  taiL-^MP« 
oder  grosser  sdn ,  als  der  Halbkreis ,  In  ijivrendinaif  ^M'lNP*  '"^ 

WMrefai  Taf.Vn.Fig.S.  derBogenilff  larektUbifte;  nariatC—, 
den  HalbipMser   OA,   femer  die  Sehne  AB  nnX  legt  ÄMm' 

SndikufaV  mf  OÜ.    Darauf  halbirt  man  iunf^ÄCa^m  WlSU 
AB,  dann  dorch  AD  den  Winkel  MAB,  dum'AßA  AE  dai 
Winkel  MAC,   dann  darch  AE  den  Winkel  MAMrl   dn»  dmb 

wekher  'gJ«SEnsi  als  der  HalbkreU,  m  leWfi^:  üllMi 
man  ebenso  dorch  AC  erst  den  Winkel  MMtf^M'hffktnm  kitm 
n.  s.  f.)    Errichtet  man  nun  In  B  aaf  ^10  das  Berpeadlhel  M, 


Nftherangswerthe  für  den  Bogen  'AB.  Die  voüstftndlge  Rskfli- 
kation  W^fdc)  i^acb  anendlich  vlelmal  wielerhoUer  Oggnpmjlm 
In  AM '  ullende  Xhiie  ergeben .  deren  Endonnkt  MlUtrmf'mb 
derjenigen  GenanUeit  M<i«Wte,.lUäf;^  "W^flM^  hdtm 
Konstruktion  von  Kurven  mittelst  einzelner  Ptankte  errefcMiar  U 
besond«pi|,irena  man  unterhalb  der  Linie  ifH  eine  der  eUminB- 
metrische^Figdf-^entirirR,  ,ivodiir«|i  dei^Pimhjl  Jf  ^wisdctfM 
Immer  näher  zosaq|i#nHid|cenide>  PnnJtf^^f  ■ii.li^|ini  ii—imi 

Der  Beweis  ist  dem  frflheren  durchaus  fihnlich. 

<'>  WeM 'd^'HttHlniesser  «Mi  tfehHit  der  Einge4bMislt 
men  nnd.der  Bpg^  AB:=za  gesält  wird;  so  m  dbs^      , 


Sehne  AB-=:28iu^9 


»?'.      '\  ■'.■•■  .(..     ■"    »...i^ 


*    .!  i » " '     i .  :   :  ■ .  1  •     •  .    ■        •  » ■ 


2810  öf 


V  n.\  A. 


:  (. 


2sm5-  :.  U 


9»      AE '=' > 

et        K        e 
cos  j  cos  ö- cos  j^ 

u.  s.  f. 
und  es  findet  sich  ffir  den  Bogen  AB=a  die  Formel 

«= 


a         a  a  $l  . 

cos^cosöipos  54'«'  cos -53-^ 
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Man  lege  nun  zuerst  eine  Ebene  durch  S,  P,  Q,  so  ist  die 
Gleichung  derselben: 

-— r^sindsina  (Z  4-  A) 
-f  [rcosa(A-}-A;cos^— Msinff]  T—ralnaih+kcoBi^X^zO.        (1) 

Die  Kraft,     welche  S  auf  das  Element    ds  ausfibt,     wirkt 
nur  in  D  nach  der  Senkrechten  auf  dieser  Ebene. 

Die  Gleichungen  der  Linie  PQ  sind: 

rcosa  „ 
cosaap 7 — Z, 


,              rBttM„ 
r  — winffss; r-  Z  . 


(2) 


Fällt  man  von  iS  auf  diese  Länge  eine  Senkrechte,    so  ist 
deren  Länge: 

•f  V  [rcosof(A+itcosJ)— ÄAsinÄ]*+iH*sin*a(A+Acosd)*+r*A:%in*dsin*a. 
Heisst  also  lo  der  Winkel  der  Linien  DQ  und  SD,  so  ist 


> 


427; 

Die  Gleichung  einer  Ebene  durchs. O,  Z',  Q  ist: 

— cosa.  F+sin«;  J[=a.  (6)  ' 

Ikt  i  der 'Winkel  diMer  Ebene  and  (1),  so  Ist:      :  ^ 

cos«                  \               (6) 
Mcsmicosa — rift-j-  feoa^ 

Man  zerlege  nun  die  in  D  wirkende  Kraft  in  zwh  aprere  ^  wqt 
von  die  eine  senkrecht  auf  der  Ebene  (5)  stefct,'  die 'aridere  in 
dieser  Ebene  liegt;  alsdann  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die 
letztere  Kraft  keinerlei  Einfluss  auf  die  Umdrehung  des  Drahtes 
um  PQ  ausübt.  Die  erste  Kraft  ergfebl  sich  aus  der  Multiplika- 
tion von  (6)  und  (4);  d.  h.  sie  ist: 

•    i     •  •  ■ 

iMs   hks\n9eoBa'^r(hi-kco8i)  '      ':      . 

l    *  r  (Miri/  -f^cos^*  +  (rcosa — s.cosycosa — A:sind)*n< 

L  +  (r.sina — i.cosysina)*  Jl 

Da  die  finiferniing  des  Punktes  D  von  OP  gleich  r—s.e^By  ist', 
1^0  ist  das  Moment  der  Drehung: 

U^gds    : . :  •  >  <  [AA'^infcoga-^r(AHh Acosd)]  (r**ri,CQsy) 

*      /     '  p(*. siny  +  Äcosd)*  +  (rcosa  —  s.cos}'cosa  —  A:sinJ)^"|4 ' 
L  +  (rsina — s.cosysina)^  J 


,•■♦•.<.•.■  j; 


Ist  5  eiti  rnagnetischer*Erdpol,  so  MJt  unendlich  gfnm,  nnd  di^ 
sea  Moment  wird:      ^  ,■ 

±  ^^(AsniälMStf — reos4)(r^^.des9r);i./ ,.1    .:.[>  .    t  .! 

dehnt  man  es  auf~dle  giuize  Drahtlän^e  äi|s..so  erhält  man: 

4:  ^  cosy(slny8indcosa — cosycosd) . 

.'    "^        li.v     ''.  '.Hliii  li  (   ;   .       ..!;     A  '       .1,   il       !i:   ,  *        ■»  '•  ■     •' 

Für  ys=0  ist  diese  Grosse  negativ,  wenn.maii  da^'^oberlfe"Zeichen 
wShft;  da  kb^  dte^Ktäft  ri^dvtlSufig^  (itfdter  RIbWbr/g  der  Zeiger 
einer  Uhr)  zu  drehen  strebt,  so  ist  das  Moment: 

^  cei7(<ib9yj*osÄ^^slnysirWco^) . 

Beiäifdinei  ilieincf  Koiiktaiittt,:die  sieh  aof  den  IVidämtand;  den 
das  Quecksilber  der  Bewegung  leistet,  bezieht,  und'  ietst.niaii 
diesen  Widerstand  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportio- 
nal, so  ist  die  Gleichung  der  Bewegung: 


4H» 


wenn  p  das  TrigiMitaMnieftt  des  Dnbta«  h  B^mg  Mf  iPP  iit 

^J  8S3f,  so  eri^dit  ridi: 


.*  •»»■»•)•   ■  ^, .•%•-■  .jH  .»6.;."...», 


p.)^;^"«^M(!'t^. "...  ^;L^^^^^^ 

'•»  *>-*■.  .V.--- ;.    :>i.-.i    *  • 

bt    KT—O  flIr.asO«  so  bt  C  leicht  ;»  hfisfimnmi.    Da.jdMr, 


nameDtiich   wodd   -^---  ilemUch  groM  ist«  e   f      bald  anaMnEwI 

P 
«dn  wird«  pnloMHi  teftnädi  kniMr  ZritMtiens 

Vary  =5;si"^^«^^^«'-^— ^21 — ««ycosysioa.p) 

bt  l  da«  Gewicht  des  Drahtes«  so  Ist  nngefkhr 

(r  —  «.cosy)*8i  =:  -5- , 


P      u 

abo    ^^=g~'    Kaon  man  nun  l  Im  VerhSitniss  zu  6^Teroach- 

ISssigen,  so.  ergiebt  sichi   für  eii4ge  Zeit  naph  Anfang  der  Be- 
wegung : 


(5)  va 
äiy  ^(co»'-%>««'«>««)*  (10) 


durch   welche  Gleichung  die  Winkelgeschwindigkeit  fiir  jedes  u 
bestimmt  wird.    Hieraus  folgt: 


4S9 


•  j  •  •        « 


2fi     •^'^  ""  Vl-tgy.^d.co8o 

wenn  man  die  Zeit  (Dachdem  die  Bewegung  schon  gedauert),  von 
«=0  an  zu  a&ählen  anf&ngt.    Da  immer  (grj  >  0»   so    folgt  aus 

1.    wann  tgytgi  ^^1,  »  von  0  bis  2s  jB^ehen  kai^q; 


II.       „     tgytgd>l,    a  nur  ven  ß  bis  2n^ß  gehen  kann. 

Nur  im  ersten  Falle  hat  eine  vollständige  Rotation  statt,  während 
im  zweiten  Falle  ein  Hin-  und  Herschwanken  vor  sich  geht.  Im 
ersten  Falle  ist  d'^OPQ,  d.  h.  die  Neigung  des  Drahtes  gegen 
die  Senkrechte  ist  grösser*  als  die  Neigung  der  Richtung  der 
erdma^netischen  Ktaic  gegen  dieselbe.  Im  ersten  Falle  giebt  (11), 
vrie  wir  sogleich  zeigen  wollen: 


VC^*)'     "»> 


I . 


und  f&r  die  Daner  einer  ganzen 'Umdrebung  ist  die  Zeit: 

Das  Qudrat  dieser  Grosse,  unter  sonst  .gleichen  Umständen,  ist 
also  der  Stärke  des  Erdmagnetismus 'proportional.  Für  y=0 
wird  (13): 

Im  zweiten  Fall  ist  die  Dauer  eines  Hingangs: 

4/  (J!L\ .  p  -^^        ^  (15) 

If  V^cos*/  J  V^l— tgytgfcos« 

y  \QCOBdJ'J  VT+tgytgdcos«' 


welche  Gtltae  mu.  iftcht  4imh_  eUiptfecbe  füilittpveB  mmiMkn 

Nt^bdem  wir  dieee^Aofgmbe  celtot  haben»  wpUen  wb  nmdb 
flo  eben  angefthrten  faftognolonnSlniehi  benmeM,  -  und  dabei  Ge- 
legenheit neh'nm » ■.  .«^p^  JMi^«  l^u^^fl*       / 

Seien  a  und  6  pcidtiv»  wie  In  AUem»  waa  folgt»  uadlnei Jlir 
nlehat  a>6»  ao  iat 

/>a       'BttüA  ii'ni^M^  jrt»>>iii  .flj^..       JL^.i^\"-  ■■-<» 


.i  '•  :»,'•  :ft"  ■  .  . 


■  ■  ■   •! 

I  -  I 


s"i        '  ;I  .'"*.     !  I.'   i;-»,;  1.-.  .'/.r»<ljj  ■'    '    .'.    '\kI'    .i.-       ■  ■  .  ■.    i.: 


wenn  aanichal'4r^3«P»  ^^'f  Hp^^'^^P^^  Uieraoa  folgt: 

da 


J    (a-^ 


o 


=  vmKi-V"Ä)-<T-VÄ)]"> 


Aa»  (!)  emiebt  siph  nan: 

8« 


i 

6oosa)v 


Unter  denselben  Bedingnogen,  wie  so  eben,  ist:- 

I  -  r     '    <     *      • 


ai 


II 


? 


I 


hO 


S 


I  \ 


n 


9i  I 

T 


10 


1 


lO 


I 


4- 


i 


Jj8 


lO 


2^ 


+18 


I 

•»1 

1 


.03 


hd 


4- 


Hs 


I 

C»1 


10 


I 


^ 


!i'         ."''i  '•     '  •     jl.-  .1     1"  1^ 


I 


I 


i 


II 

(O 


% 

» 
4 


o 

OB. 


u 


feO 


4l^ 


I 
I 


II 


10 


«^ 


In 


1 
^1^ 


li 


I 

!? 

O 
OB 


Sei  mm  ft  wUftflkriioh»  mt  ist:     .^ 

j  («+6coMf)*-fy  5r+6sa^-V  ?a7t=3Ks^ 

2_        


d.  h. 


^  -  ■   ■ 


Eben  so  findet  «iui^ 


coe«ib 


9^ 


/«    coe( 


Unter  den  Bedingngen  von  (1)  folgt  hlenm: 


""t/     (a — *  C08a)i  '*'^/      (a  —  6  cos«)*  ^J      (a—ö  cos«)* 


\/       (o  —  6  cos«)* 


n  n 

3«  .  ^   /"*        ö« 


^     (a  —  6cos«)4        ^     (a4:6co8a)| 


.--X 


Eben  so: 

/^'^    Gosad« 
(a — 6cos«)i 


/»fcr 


aa 


*cos«)i       V'~H+Ä 
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ÖVÄ)]' 


/ 


^'^     cosada 
(a  +  6cosa)i 


(8) 


(9)>  6<a. 


=^["+'><?V^)-<rV.^)] 


Da  die  Integrale 


» * 


S. 


»^   .':'. 


«31 


»     (AjrAbtMd) 


n  / 


f«dbAoo«rtr)^ 


ich  aiif  die  obigen  zuriick^abren  bussen/ 'so  können  sie  ebenfalls 
»«»timmt  werden.    So  ist  z.  B. 


r 


g«  4V^Tgjp/»    4/   2«  \ 


1      •    , 


»    • 


Hl*»!'    »j     .  '»i« 


i.) 


•     I  * 


«  / 


I 


Theil  XIII 


4Mi 


...   X 


I 


.li  rt^M\       ''^'' 


Xlivl. 


♦Ir-I;^?!»!'     ^il»  *«'" 


relief ,J|t€rapBly|iitaie.  utfi  Mcte- 


Voo  den 


(,*.i^3««4^"«»u,«#,..,;-\ 

VtfitBBi  dar  höhen  BfirgonAola  m  Btt««h«tHb 


1.  Es  aden  die  Zahlen  1,  9,  3,..^.ii  in^  der  natMdb« 
Ordnung  auf  den  Umfang  eines  Kreises  geschrieben;  nangekt 
nun  vom  Punkte  1  zum  Punicte  ]9;*'^n  da  zn  p+p—1,  fonda 
zu  0-f2(f) — 1)  u.  8.  (,,  80  soll  zunächst  bestimmt  werden,  m 
viele  Punkte  man  zu  durchlaufen  habe,  bis  man  zu  1  zurfickkebt» 
und  wie  viele  Male  man  den  Umfang  des  Kreises  durcblaufeo  bat 

Gesetzt  man  gehe  durch  x-{-\  Punkte,  den  ersten  mit  einge- 
rechnet, und  durchlaufe  dabei  ymal  den  Umfang  des  Kreises, 
so  ist 

p+a:(p— l)  =  ny+l,  oder  (p— l)(ar+l)=ny,  (1) 

wie  man  leicht  einsehen  wird.    Sei  nun  m  der  srOsste  geneiB- 
schaftliche  Theiler  zwischen  n  nnd  p  — 1«  zugleich 

P=i=„,»=6.  (2) 

so  ist  auch 

a(:r+l)=«y.  (3) 

Es  ist  klar ,  dass  es  sich  nur  um  die  kleinsten  Zahlen  x  mid 
y  handeln  kann,  weiche  diese  Gleichung  befriedigen»  da  es  klar 
ist,   dass,  wenn  a  und  ß  die  kleinsten  Werthe  von  y   und  x+l 
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•lod,  2a,  2/)  ebenfalls  der  Gleichttng  (3)  gCDfigen  q.  s.  f.  Zq- 
gleich  ist  klar,  dass  die  Wertbe 

x^b^l,  y:=a  (4) 

der  Gleichua^  (3)  genügen.  Aber  ich  behaupte»  dass  y  nicht  <a 
sein  kann;  oenn  aus  (o)  folgt 

«nd  da  y<ii»  6  aber  theilerFremd  zu  a  ist,  so  konnte  btf  kein 
Vielfaches  von  a  «ein.  Ebenso  kann  nicht  .r  -f  I  <  6  sein*  Die 
Wertbe  (4)  sind  also  die  kleinsten  >  welche  der  Gleichung  (S) 
genfigen >  d.  h.  man  durchläuft  b  Punkte,  den  ersten  eingerecD- 
net,  bis  man  au  Him  surfickkehrt,  und  besehreibt  dabei  amal  den 
Umfang  des  Kreises. 


'  Sind  i;— l  und  n  tbeilerfremd,  so  ist  m=l,  also  a=»— 1,  6=n; 
d.  h.  in  diesem  Falle  dnrchlftuft  man  alle  n  Punkte ,  ehe  man  zum 
erstetr  zurückkehrt  und  bewegt  sich  dabei  (p — l)mal  durch  den 
Umfang  des  Kreises. 

Im  allgemeinen  Falle  trifft  man  nach  einander  auf  folgende 
Punkte : 

1,  p,  2p-l,  Sp^2,  4p^3,  ,  (6— l;p  -  (6-2),  1; 

in  dem  besondern: 

1,  p,  2p-l,  3/1-2,  4p-3,  („-l)p-(n-2),  1. 

Denkt  man  sich  im  letzteren  Falle,  der  Punkt  1  bewege  sich 
durch  alle  diese  Punkte,  so  ist  also  seine  letzte  Stelle ,  ehe  er  auf 
seine  ursprüngriche  Lage  zurückkehrt! 

(n— !)/>  -  (ii-2)  =iip -n— p+2= (p— 1) n  +  2— p . 

Dieser  Punkt  ist  aUo  der  Punkt  n  -f  ^ — p»  was  übrigen«  natürlich 
ist,  da  er  vom  Punkte  n-\-l  (d.  h.  1)  um  p — 1  zurückliegt. 

Daraus  folgt  auch,  dass  man  dieselben  Punkte  durchlaufen 
wird,  wenn  man  von  1  zu  n-|-2 — p  geht  und  sodann  immer  um 
p  —  l  weiter,  also  die  Punkte  von  p  zu  p  nimmt;  nur  wird  man 
da  die  entgegengesetzte  Richtung  emschlagen. 

2.    .theilt    man   also  den  Kreisumfang  in   n  gleiche   Tb^^i'^^ 

bezeichnet    die  Theilpunkte    mit    I,   2, n,     und     verbindet, 

lye^ji  p— 1  zu  n  theilerfrerod  ist,  den  Punkt  1  mit  p,  diesen  mit 
2p---ri>  .d^D  letztem  mit  3p — 2  u.  s.  f.,  so  wird  man,  nachdem 
man  (»— l)mal  den  Kreisumfang  durchlaufen  hat,  ein  eeschlosse- 
oe^  Vieleck  von  n  Seiten  erhai^n>  welches  lauter  gleiche  Seiten 
und  gleiche  Winkel  hat. 

8t«d  die  Theile  des  Kreisamfangs  nicht  gleich   gewesen,  so 
sind  aaeh  die  Seiieo  «od  Winkel  des  Vielecks  nicht  gleich. 

28* 
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Wenn  »=2  ist,  so  erhält  man  die  gewObDiicbeir  Vieleeke; 
iiir  p>2  al>er  die  Sternpolygone.  Diese  sind  regelmässig, 
wenn  die  Theiie  des  Kreisuni^ngs  gleich  waren. 

Es  ^iebt  demgemäss  so  viele  Vielecke  von  n  Seiten ,  beschrie- 
ben in  einer  oder  der  entgegengesetzten  Richtung«  als  es  Zahlen, 
kleiner  als  n,  giebt,  die  mit  n  theilerfiremd  sind,  und  alsodgent- 
lieh  bloss  die  Hälfte  dieser  Anzahl»  wenn  man  nur  die  Vielecke, 
die  nach  einer  Richtung  beschrieben  werden,  aufzählt,  indem  die 
andern  mit  diesen  zusammenfallen.  Ob  man  nämlich  von  1  zu  », 
oder  von  1  zu  it-f2— v  geht,  erhält  man  dasselbe  Vieleck.  Ist 
aber  p  —  1  zu  n  th  eil  erfremd ,  so  ist  es  auch  (n+2 — pYz^^ 
=w— (p — 1),  und  dies  ist  zugleich  <»,  so  dass  diese  »wei  Viel- 
ecke nur  fiir  eines  zu  rechnen  sind,  wenn  sie  gleich  In  entgegen- 
gesetzter Richtung  beschrieben  sind. 

Da  die  Anzahl  aller  zu  n  theilerfremden  Zahlen  gerade  ist, 
so  kann  man  immer  die  Hälfte  dieser  Anzahl  bestimmen. 

Das  Vieleck  von  n Seiten,  das  man  erhält,  wenn  man  von  1 
zu  p  geht  (p  —  1  Abtbeilungen  des  Krelsumtangs  übersprhigt), 
heisse  von  der  Ordnung  p — 1.    Also 

n    Anzahl  der  Vielecke. 

II 

3 1, 

4  1, 

5 2,  näml.  von  1  zu  2,  u.  J  zu  3;  also     Ite  u.  2te  Ordoong. 

6 1, 

T 3,    „        „      l   „  2,  1  zu  3,  I  7u  4,    1„,2„,3 

'^ ^y      ;>  9'  l    j>    2,    I     „     4,  I„,0,, , 

•' «^»     >»  *>        *  »  ^>    -t    f>   «> >   1    >•   «^       ■*»*  A>>  4-ji,  , 

'^ ^>      j>  j>         *   >i    -'»     A    ,,    4,  1<))  <>)>>>  «♦ 

Unter  Winkel  eines  solclieii  Vielecks  verstehen  wir  den 
Winkel,  welchen  zwei  auf  einander  fole^ende  Seiten  desselben 
bilden;  es  ist  der  Winkel,   welcher  den  Mittelpunkt  enth.ilt. 

3.  Die  Summe  der  Winkel  eines  Vielecks  von  n  Seiten  und 
der  {p — l)ten  Ordnung  ist  n\ii  —  2(/;— l)J,  vorausgesetzt,  dass 
p—\  theilerfremd  zu  n  ist. 

Denken  wir  uns  nämlich  vom  Mittelpunkte  des  Kreises  (allge- 
mein von  einem  Punkte  im  Innern  des  Vielecks)  gerade  Linien  aui 
die  Ecken  des  Vielecks  gezogen,  so  erhält  man  7i  Dreiecke,  de- 
ren Winkelsuniine  nn  ist.  Öavon  gehen  die  W^inkel  am  Mittel- 
punkte  ab,  wenn  man  bloss  die  Winkel  des  Vielecks  berechnen 
will.  Da  aber  der  Kreisumfang  (/?— l)mal  durchlaufen  ist,  so  ist 
die  Summe  der  Winkel  am  Mittelpunkte  2(« — \)n\  also  bleibt  f3r 
die  Summe  der  Winkel  im  Vieleck   7c[n — 2(;;— 1)]. 

Wenn  y>  — 2,  so  ist  diese  Summe  7r(n— 2),  wie  bekannt. 
W^enn  w  =  2(/?— I)  +  l=2/>- 1 ,  so  ist  die  Summe  aller  Winkeides 


• « 


«• 
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Vielecks.  =».  Ist  also  n=  2^-1-1,  and  man  geht  von  1  zu  q+l, 
8o  erhält  man  ein  Vieleck,  in  dem  alle  Winkel  zusammen  zwei 
rechte  betragen.  Wenn  n=:2(p—l)+2=i2p,  so  ist  die  Summe 
der  Winkel  =27r.  Ist  also  it=2flr  und  man  geht  von  1  zu  7.  so 
erhält  man  ein  Vieleck,  in  dem  die  Winkel  zusammen  vier  rechte 
ausmachen. 

ist  das  Vieleck  regelmässig,  so  ist  jeder  Winkel 

=:  Jr»— 2(p-l)]=»-2«(^)- 

Es  wurde  bis  jetzt  vorausgesetzt,  dass  die  n. Punkte  auf 
einem  Kreisumfang  liegen;  aber  es  ist  einleuchtend,  dass  die 
aogeführten  Sätze  ebenfalls  bestehen ,  wenn  dieselben  beliebig  auf 
einer  Ebene  vertheilt  sind.  Nur  kann  in  diesem  Falle  es  sich 
ereignen,  dass  einspringende  Winkel  vorkommen. 

4.  Da  der  Punkt  1,  wenn  man  denselben  sich  bewegend 
denkt,  den  Kreisumfang  (p  —  l)mal  durchläuft,  so  kann  eine  Ge- 
rade von  demselben  2(p — I) mal  getroffen  werden;  demnach  kann 
eine  Gerade  die  Seiten  eines  Vielecks  von  n  Seiten  und  der 
(jp — l)ten  Ordnung  (immer  p — 1  theilerfremd  zu  »)  in  2(p~-I) 
Punkten  treffen. 

5.  Die  Zahl  Sl?  +  ^  ist  theilerfremd  mit  2q+\.  Denn  sei 
r  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  und 

WO  also  n  und  m  theilerfremd  sind  und  jedenfalls  m  nicht  =2  ist, 
so  sind  auch  2n  und  m  theilerfremd.    Da  aber 

y(jr-|-l)=2iir,  2q+l=mr; 

so  hatten  also  auch  qiq-i-l)  und  2q-i-l  denselben  grussten  f^eniein- 
•chaftlichen  Theiler  r.  Da  aber  q  und  q-{-l  keinen  gemeinschaft- 
lichen Theiler,  ausser  1,  haben,  eben  so  aber  auch  nicht  q  und 
2^-f  I,  so  wie  qi-i  und  2^4-^»  da  sonst  immer  auch  2^ -f  I — q 
=:q  |-1,  2^+1— (17+1)  =  ly  denselben  Theiler  hätten,  so  folgt  da- 
raus» dass  r=l  sein  ninss,  was  die  Behauptung  beweist. 

6.  Wenn  r  zu  2q'i-i  theilerfremd  ist,  so  geben  die  2q-{-l 
ersten  Glieder  der  arithmetischen  Reihe,    deren  erstes   Glied  r, 

und  deren  Unterschied  ^^^ —    ist,    wenn  man  sie  mit  2^-1-1  di- 

vidlrt,  die  Reste  l,  2,... (2flr-f- 1)  in  beliebiger  Ordnung,  und  der 
(29-|-2)te  Rest  ist  r,  wo  natürlich  r^2q'i-l  angenommen  ist. 

Damit  nämlich  der  Rest  r  wieder  erscheine,  niuss  für  x  und 
y  ganze  Zahlen: 


4sa 


I  1  • 


1.    fTT^ r- 


.■*'-ii ' 


J  l*>     :  f 

.    •        Oili      .1 

i.   .'/  Tal. 


«ein,  w onuw  wie  b  L  firigt,  da»  die  Ideiiwteii  Wertbe  von  jr  wT 

y  39+]  and   liä^'älid/d.  h.  r  <m^keiiit  Utt/  «MbdH*  all 

Beet,  ab  beim  Oa+S^  Gilede.  So  lange  fenier  dr<9t+]  lA 
ebd  aUe  Reate  ygwHS^  IWo  WßHrn  *<  viri  A'  Uebar  ib 
39-1-1»  ao  mila^nti>tt 


:  'j^      illli       ••l.J'i  .4      m..  ( 


Jr'  •   •  •«.*  :  ■       •  :    .    !    •   hin 


»■■'.     .'     >f    i.     I  •  I;  -   ■.".     1.:.  t  .. 

i'k,da«^>   «.  air+li  tbetfari^aia  bi,;J^^^ 

dttrdi  3^-f  1  tlieübar  aeb,  war  untttSglMt  iü  Bn  MeM  aaki 
9^+1  y0MMedene  Itoitf; ;db  demoacü  ^*»  ^l^;!^^^^»^^^ 
äater  de&Mi  üch  t  ToMUrtdiiit;  Wem  abcb  b  MBeUget  Onnn^ 
vmfaaaen.  :    .  \* 

.  7.  Ba  aebtt  3f -f  1  Poakto.  I»  BwoM  AüReaeüniai^  ud  db 
Anigabe  geatellt,  id  eiaem  einsigeoZuge  die  9(^-1-1)  GendM 
au  beachreiben,  die  zwlacheti*  dieaeti'Ptfmtton  mogueb  aind,  elM 
dieselbe  Gerade  zweimal  zu  beacbreiben. 

Man  bilde  die  Reihea: 

2.  4.  7.  11. 2^>+l; 

2+9(s+D,  ,^i(m,  •r+'dm,  U+2ML) 

2^^2.?^.    4  +  2.2^»i±>.    7+2.  sl^) 


2<S#y+, ^2.2(2+1); 


2+2v.«^»>.    4f2,.2^>,    7  +  2».2^J> 


?(?+»)  + 1+2,.  ?(£+L) 
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Wir  wdUen  nilBiiiiMhai6ii>  dfeci»  /  Vielecke  wireii  ao  gelegt, 


dM"üen  oeiten  etiiBjMreciiemieo   oennen,  eise    Korperiicne  c 
ibi  OidMiDg  |t^l  bilden.'  Ffir  diesen  Fall  let  offenbar  (i.) 


■  n 

>       I 


•|l<  •  ^  .'    t\  I      •  l>lt  I  .#■  >««'<■••«'  I  4 


SO   daes  aieo  zu   gleicher   Zeit    folgende   Gleichungen    bestehen 
milssesn;  .:.'„. 

.  f.(na-^n'^i)7=sSfg y    5ra=4(p— 1), 

woAüff  M,  g9  g^P  ganze»  positive  Zahlen»  p — 1  theilerfremd 
WO:  g  ist»  nnd  n  ma  q  nicht  unter  3  sind. 

Sei  nuD  zunächst 

y=l,   p=2 
und 

■  '  4 

eit  fK=3,  q=3t,  so  ist  a=T>  /=4,    d.  h.   man   hat  das  regel- 

ij    .  ,  mftssige  Tetra^er; 


/» 


ßf)t,  JCsS»  f=4»  so  ist  a=l«    /^S».  d.  ,b.   man   hat  das    rogel« 
massige  Oktaeder; 

4 
y)   11=3»  9=5>  60  ist  o^?»   /*=30»   d«  h.  man  bat  das  regel- 

mSssIge  Ikosaeder. 


Ffir  11=3»  kann  nicht  f  ^6  sein. 


d)  n=A,  9=3»  so  ist  0=3  >   /=6»    d.  h.   man   bat   das    reget 
massige  Hexaeder; 

4 
f)   n=S,  9=3,  so  ist  a=<r»   /=12,    d.  h.    man  hat  das    regel- 


3 
massige  Dodekaede(tcftwc<* 

Hoher  als  n=5  kann  man  nicht  mehr  gehen. 

p=3. 

Das    Fünfeck   bietet  zuerst    ein    Vieleck   der   2ten   Ordnung 
dar  (2.).     Sei  also  9 =5  und 

a)   M  =  3,  also  0=5"  >  /=-»=', 

«voraus  in  den  kleinsten  Zahlen: 

9=7,    /•=20. 


:,:-.W0m  iimm -Bfcptfr  >l«fr->lwtfJbt^i?f»ito(liia>«»iJiilp*iy 
8«ltM4icliMiiiBA;bfiMlBt  S^  b^äTiMlL.iillaai  UMrt  ilrii  t» 
ndttobt.  im,  iJariMiwigMi  ÜMMim«  IFteifediv  SdnA  Aeii:ilibto 
tata  jMkrflMiiii  DiMmnktt.feiM,  MHuMwoik  Auf  gÜd^aM  «A 
die  Kiotofrifläör  fläMm  karptMnehMTaU^  4ot  «mÜMDife 
nimg  bildeo.  Die  iwOlf  denurügen  Eckeo  bUdes  90  sMehMUte 
Drefocke.  gMeh  geneigt:  anf-^fUndm,  eo  due  uduch  & 
Stern-Ikoeaeder  herroqiebrachl^  wird. 

P)  flissS,  aleo  as|  und  /=4y.  De  die  kOrperfidMb  BeM 

▼on  der  iweiten  ÖirSiiäiig  i^d,  äo  Ui  ^^^r'l^'aleo  jf=^,  imd 

daher-  fi^ny  soMerblK'biiB '*0iiMt  tümot;^ dir*  HbeihfiAi  «epteK 
Man  erhilt  ihn  ans  dem^^mfitfelMMJ  ft  ▼oh- JeddfBdt» 

des  letatem  gehen  5  Kanten  ane,  oeren  Enden' diniageipiMigaf 
Fflnfeck  MIden.    Die  iwOlC.Fflnfiwka  machen  den  Stern-Dodfe- 

kaeder  ana*  ^"  '    v- 

I 

11.  Wenn  man  in  dem  4etiten  KSrper,  der  die  Kngel  3mal 
bedeekt«.iilie  Seiten,  def  pudvA/vsa Je  swel  ▼julXwert,.  bfai.iiiB, 
rieh  trelen,  äo  erhtit  man  12  regdmfidge  Fünfecke  diär  sweiten 
Ordnung,  die  sich  an  3  um  90  Eck«a'V«Minlir|WMd"^ineii  nenen 
Stern-Dodekaeder  biÜen,  der  von  Fünfecken  ojer  twelten  Qrdnang 
gebildet  Iflt  fir  hat  90  drelfiMhe  iBckeA,  90  Kdffen; od  MSW 
die  Knael  6mal,  während  die  kOrpeiAäie  Bhi^^dlil'  der  dten  (M- 
nung  ist 

Veittaseft'  diaa-  eben  ao'lhi-gkwOhnB^liea  regefinlerigiw  P» 
delcaeder  die  Seften  der  12  Fünfecke^so  erliält  j&an.;(sineii  nenen 
Stern -Dodekaeder  9  eebildet  von  Fünfecken  der  zweiien  OrdnuDC. 
Diese  vereinigen  sicn  zu  fünf  an  jeder  Ecke  und  die  Oberfläcw 
des  Polyeders  bedeckt  die  Kugel  nur  aweimaL         • 

Diese  vier  Körper  sind  die  einzigen  regelmfissigen  Sten- 
polyeder «  deren  Bestand  nachgewiesen  ist. 


r 


4Aft 


I 

'••  •  i 


I      ■ 


Hiscellen. 


lieber  den  Inhalt  einer  gewissen  Art  von  Körpern, 

die  yielleicht  bei  der  näherongsweiireii  Bestimmung  der 

Schiffisranme  von  Nutzen  sein  können. 

Von  dem  Heraotgeber. 


1d  Taf.  Vll.  Flg.  6.  sei  ABCDEF  ein  Körper  von  folgender 
Beschaffenheit.  Die  eine  begränzende  Ebene  AB  CD  desselben 
sei  ein  Trapeziam  roit  den  parallelen  Seiten  AB  und  CD,  welche 
aaf  der  ihre  Mittelpunkte  (Cr.  und  H  mit  einander  verbindenden 
geraden  Linie  Gff  senkrecht  stehen.  Die  beiden  aaf  der  Ebenä 
AB  CD,  und  also  nach  dem  Vorhergehenden  auch  auf  der  Linie 
GH  senkrecht  stehenden  bekränzenden  Ebenen  AEB  und  CFD 
unsers  Korpers  seien  ParabeTsesmente ,  deren  Axen  die  auf  den' 
Linien  AB  und  CD  in  deren  Mittelpunkten  G  und  H,  und  also 
aach  auf  der  Ebene  ABCD  und  der  Linie  GH  senkrecht  stehen- 
den Linien  EG  und  FH  sind.  Die  Scheitel  dieser  Parabelseg- 
mente  sind  E  und  F.  Endlich  sei  die  unsern  Korper  begränzende 
krumme  Fläche  ABCDEF  so  beschaffen  ^  dass  Jeder  auf  GH 
senkrecht  stehende  Queerschnitt  des  Korpers  ein  Parabelsegment 
ist>  dessen  Axe  in  der  auf  der  Ebene  ABCD  senkrecht  stehen- 
den Ebene  EFGH,  und  dessen  Scheitel  in  der  die  Scheitel  E 
und  F  der  Parabelsegmente  AEB  und  CFD  mit  einander  verbin- 
denden geraden  Linie  EF  liegt. 

Um  das  Volumen  V  dieses  Körpers  zu  bestimmen,  setze 
man  der  Kürze  wegen  AB=zxi,  CD^zx^;  EG=yi,  FH^=:y^\ 
und  bezeichne  die  \^bstände  der  Punkte  &  und  H  von  einem  in 


r 

der  Linie  GB  oder  deren  Verttsgernngen  bdWbte  nogen—nienei 

Pnnkte  respectiTe  durch  «i  nnd  1%,  wobei  wir  Jedoeli  aanekaci 

wolioDy  daM  «1  kleiner  als  %  «ei»  was  offonber  Immer  TentattnC 

nein  wird.    B«seiehnen  wir  indees  neret  die  Linien  AB  maAEG 

aiieriiaapt  reepeeti¥e  durch  x  nndy,  and  den  Abstand  den  Vimkr 

ten  G  Ton  dem  in  der  Linie  GH  oder  deren  TetUbiMninjKen  an- 

ffenommenen  Punkte  überhaupt   durch  m,  ao  ist   dae  niabrf* 
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Segment   J£il  =  x-Jiy;   sbd  aber  femer  7«^5-«i-|- ^ri  od« 

je^mi+b  und  fsiam-^ß  die  dddiungen  der  Linien  AC^iet 
BD  und  EF,  so  ist  das  Parabelsegment 

und  folgHcb  offenbar  der  gesuchte  körperliche  Inimlt 


''=|y*(«»+»)(«+»8». 


oder 


^-  ■■  •■  r^/".  j'^^M^'M.,';;: ;. 


d.  i. 


F=  jl  jaa(u,»-a|«)  +  |-(a/J+«6)(i.,»-Ui«)  f  6/S(i«,-ii,)l 
oder 

F=|(ii,-«i)ljoo(H,«+Mii«i+i«i")+j<o/J+«6)  («»+II,)  +  6^1 

I 

Es  ist  aber 


also 


a= 9     0  =  — '  ■  I 


folglich 9  wie  man  leicht  findet: 


'  '       .i 


44ff 


■Fr. 


t 

A'l.'      '      "  J ' 

+(^i«r-^««i)(yi%-rTy«i«i) 


) 


Naeh   geht)rjger  Eiitwtek^kmg   der  .  eing«eklaiiittierte)ii   Grosse 
findet    man    leicht,      dass     in >   dersefbeb    die    Grossen     Xiy^ 

and  x^f^  beide  in  ^  («2—- ti^)*»  die  Grössen  a:02  uod  x^jfi  beide 
>°  A  (<<s~~*i)^  roultiplicirt  sind;  also  isi 

^2  i 

oder 

^^^  9  (%— «i)|2(a-iyi  +  J^aya)  +  -J^iy«  +  «iVi ) ; 
oder,  vreno  wir  u^ — Ui=w  setzen: 


oder 


^=  9  trUi  (%i +ya)+^«(2f/«  +  yi)l 


oder 


^=  9  ««^tyi(2ari +a?«) +ya(2a:a  +  ;r|)| 


In  ßezug  auf  die  Figur  ist 

V  =  ^GH.\AB, (2EG  +  FH)  +  CD ,  (2FH  +  EG)] 


oder 

Dass  die  Linien  GH,  AB,  CD,  EG,  FH  bei  Körpern  wie 
der  Torlieeende  immer  sehr  leicht  gemessen  werden  können,  sieht 
man  sogleich  ein,  and  auch  die  Rechnung  nach  den  obigen  For- 


'"  (+»iS>i+*.(ji+y.)+^>Öf«+».)+-+^.(S«-i+!(.ti)+»»h»J 
Far  n  =  2  ist  z.  B. 

>'=j8t?<»i»+2aiiJli+*>Si)+*iJ(«+*.<|ri+»»)  +  a4fcl 


M7 

Diesen  Gegenstand  noch  weiter. fWf^nlfihren,  icit  jetst  .ni<^t 
mäne  Absicht. 


CV-i4^ 


Schreiben   des    Herrn   Franz    Dietzel,    Lehrer   an    der 
Königlichen  Bange  werkenschule  zu  ^ittan«  ,^  den  Heraus- 

«  •  ^3  ' 

■     *         ,    l  »    .  .    t       ,,•        I    r  I  t    ?         .     ■  I     i  #      . 

fleh^  whiiibe  tnir  Ibnon^lÄe«  in  deo'  latztap  Tuen  ?on  lalt 
gefundene  Formel  für  die  Bestimmung  des  Ksbikitthiutes  der  ab* 
geÜrzten  Pyramide  mitzutheiien.  Dieselbe  ist  zwar  fQr  die  Wis- 
senschaft .ni<;bt  von  Bedeutung«  für  den  elemenlpen  Unterricht 
Uflidditel.  Praxis  aber  nicbt  ganz  otme .  Wichtigkeit.  Weniesteos 
haliep  ipir  das  ]L«etaCefe  einige  Baumeister,  denen  ich  sie  mitäe^t^ 
yersichert. '  ' 

Bezeichnet  man  (Taf.  VII.  Fig.  7.)  den  Flächeninhalt  der 
tem  Grundfläche  ABC.,,,  der  abgekürzten  Pyramide  ABC.,,,  mit 
P,  den  der  ehern  abcd...  nH/,  den  Abstand  beider  mit  h,  sowie 
de«  Abstand  der  obem  Grunofl^che  abc,  von  der  fingirten  Spitze 
S  mit  A';  seien  ferner  ab  und  AB  zwei  beliebige,  aber  in  der- 
selben Seitenfläche  Kegende  Selten  der  Grundflächen  und  werde 
ab  mit'/,  Aß  mit  L  b^eichnet;  so  ist 

Sa:SA=l:L=zh':h  +  h' 


oder 


woraus  folgt 


ferner  ist 


folglich 


1,     »■=^,; 


f:F=P:L^. 


2)    r=^F. 

3)       F=^f. 


Nun  ist  der  Inhalt  J  der  abgekürzten  Pyramide  gleich  der  ganzen 
Pyramide,  weniger  dem  abgeschnittenen  Stück,  also 


Zittau  d.  13.  Febr.  1849. 
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Demnach  Mcheinti  mir  das  allein  richtige  VerfabreD  so  ae», 
»ich  «o  einfach  ab  m«>glich  an  etwas  Vorhandenes»  Fertiges  vmI 
Bekanntes  anzuschlies^en,  und  einen  leichten  Uebergäng  von  den 
bisherigen  Zustand  in  den  neuen  au  vermitteln. 


Mfinzwesen. 


Hier  int  ein  Systc^n  vorzuschlagen,  wodurch  die  bisheriffen  ia 
dem  \'olkHvcrkehr  geläufigen  Münzen  nicht  gleich  abeetnaD  n 
werden  brauchen,  und  wobei  zugleich  eine  allgemelpe  CwariooM 
nicht  sofort  nüthig  wird,  sondern  nach  und  nach  je  nach  ocnflrt- 
niSs,  vorgenommen  werden  kann*. 


Dazu  ist  sich  zuerst  zu  erinnern,    dass  die   Einheit    

neuen  Münzsystcms  durchaus  willkührltch  ist,  indem  der  Zusas- 
menhang  mit  dem  Maass-  und  Gewichts -System  bei  ailem  wii- 
senschafllirhen  Interesse  doch  für  das  eemeine  Leben  voo  gar 
zu  geringer  Bedeutung  ist,  um  practische  Interesseo  dafür  hintea- 
anzusetzon. 

Sodann  aber  ist  auch  nicht  zu  übersehen,  dass  "die  Gewoin* 
hcit,  die  Münzen  alle  auf  eine  höhere  Einheit  zu  beziehen  (■ 
Deutschland  auf  die  MarkHCollniscb  fein  Silber)  eine  WiUkühr  ot- 
hält,  die  man  ohne  irgend  practischen  Nachtheil  verlassen  kavi. 
Im  Gei^enthcil  man  kann  eben  so  gut  einen  aliquoten  Theil  der 
Münz  Einheit  zum  Grunde  legen. 

In  unscrm  bosiKidcru  Fall  hüben  wir  aber  schon  einen  sol- 
cb<M)  arM|uoten  Tbeil,  der,  uic  sich  {gleich  zeigen  wird^  uns  is 
DcMitschland  ,  mit  (^inom  vcrhaltnissniässig  .sehr  geringen  Opfer  zu 
iMiiom  geni('iii»nnion  »System  verhelfen  kann. 

Diosos  Opfer  ist  nach  meiner  Ansicht  von  dem  preus$i- 
tieli  en  Staate  zu  verlani;en,  welcher  vor  ungefähr  80  Jahren  doni 
Aiiiiahme  des  s.  g.  (■raun^ainiischen  oder  21  Gulden fusses  dfi 
bisher  uiiorbörteii  Factor  7  in  das  Münzwesen  einführte  und  c»- 
durch  das  Zustandekommen  eines  allgemeinen  deutschen  SvsteiK 
*»ehr  erschwerte. 

Preussen  ist  es  dagegen  wieder  gewesen,  welches  in  da 
letzten  etwa  25  oder  «30  Jahren,  dadurch  dass  es  auf  ein  offei»a 
ehrliehes  l\Iünzwesen  überall  hinwirkte,  die  jetzt  zu  thuerjte 
Sehritte  wesentlieh  vorbereitete.  Namentlich  hat  die  Münz -("<*■ 
venti(»n  der  Zollvereins-Staaten  vom  30.  Juli  1838.,  indem  sie  Ver- 
einsmünzcn  schuf,  den  heimlich  fortsebleichenden  souenanrin 
Kronthaler- Unfufif  aus  dem  Wesje  r.h'umte,  und  den  festen  &jr 
4  Thaler  (14  T.-Fuss)  =  7  Gulden  (24'4F1.-Fuss)  einführte  ,  a 
ordentlich  nützlieh    vorijearbeitet. 
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erkennang  der  schon  bestehenden.  Wir  haben  nftmlich  schon  ia 
dem  grSssten  Theil  von  Deutschland  das  Zollgewicht  auf  das  Ki- 
logramm gegHindet,  wir  haben  auch  als  Grundlage  der,Mfinz- 
conventioo  von  1838  schon  das  Grammengewicht.  Es  kommt  also 
nur  darauf  an,  wie  Hagen  richtig  will,  sich  unahhäogtg  zu  ma- 
chen von  der  fiir  das  Leben  doch  illusorischen  Gelehrsamkeit, 
welche  der  franzosischen  DeGnition  zur  Grundlage  dient,  and  danu 
einfache  deutsche  Benennungen  einzufilhren.  Da  nun  überdies 
eine  Beziehung  auf  das  Längenmaass  in  den  Gränzen  des  practi- 
sehen  Bedürfnisses  ohnehin  schon  längst  erreicht  ist,  so  genQgt 
es  meines  Erachtens  vollkommen,  wenn  man  ein  bestimmtes  in 
einer  deutschen  Münzstätte  oder  sonstigen  öffentlichen  Anstalt 
befindliches  gutes  Gewichtsstück  (von  einem  Kilogramm)  zur  Ge- 
wichtseinheit erklärt  (ähnlich  wie  der  Besfife Ische  Maassstab 
bei  der  Definition  der  Längenmalbse  dienen  soll)  und  nor  in  den 
Gegenden,  wo  noch  Mangel  an  Copien  sich  findet,  für  Uerbei- 
sehaffung  derselben  sorgt 

Marburg,  den  23.  April  1849. 
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«Iren.  Einfache  Brechane  des  Lichtea.  Farbenzerstreuunfr.  Natür- 
liche Farben.  Doppelte  Brechung;  Polarisation  durch  doppelte 
Brechung.  Optik  (fer  Atmosphäre.  Optische  Apparate.  Physiologi- 
sche Optik,  Bau  und  optische  Eigenschaffen  des  Auges.  Gesichts- 
fehler.  Theorie  des  Sehens.  Subjective  Farjben.  Optische  T«u- 
•ofaungen.  Chemische  Wirkungen  des  Lichtes.  Chemische  Wirkan- 
— -'  der  verschiedenen  Farbenstrahlen.  — 


Wir  wünschen  schliesslich  nochmals  recht  sehr,  dass  dleseg 
▼•rdieostliche  Unternehifoen  einen  ungehinderten  und  schnellen 
Fortgang  haben  möge,  und  empfehlen  es  namentlich  auch  allen 
denen ,  welchen  keine  grössere  Bibliothek  zu  Gebote  steht,  folglich 
insbesondere  auch  Lehrern  an  höheren  Unterrichtsanstalteri  je- 
der Art; 


Vermischte  fik^briften, 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  dgr 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  XLVlli. 
S.  676.). 

Fünftes  Heft.  S.  6.  Haidinger:  Ueber  die  Ursachen  der 
.Erscheinung  der  Polarisationsbuschei.  —  8.  53.  Koller:  Nach- 
rieht  über  das  am  18.  October  in  Kremsmiinster  gesehene  Nord- 
licht. —  S.  55.  Kreil:  ßestimiuiing  einiger  Lü'ngenunterschiede 
mittelst  des  elektrischen  Telegraphen. —  8.  69.  Burg:  Ueber  die 
am  27.  Juli  I.  J.  auf  der  Kaiser  Ferclinands-Nordbahn  Statt  gefun- 
dene Elxplosion  der  Locomotive  ,^ Jason''.  —  S.  103.  Schön- 
bichlers  Multiplicationsregister.  —  S.  133.  Reslhuber:  Beob- 
achtungen während  derj  Nordlichter  am  18.  Octpber  und  17.  No- 
vember 1843  auf  der  Sternwarte  zu,  Kremsmünster. 

Jahrgang  1849.  Jänner-Heft.  S.  8.  Schrötter:  Ueber 
Wagep  des  Mechanikers  Kusche.  Eine  Wage  dieses  Künstlers» 
welche  nur  34.  Fl.  C.-M.  kostet,  zeigt  bei  einer  Belastung  von 
Einem  Pfund  auf  jeder  Schale  noch  fönf  Milligramme  deutlich 
an.  —  S.  16.  Gintl:  Antrag  zur  Hilfeleistung  bei  der  Einrichtung 
der ' meteorologischen  Observatorien.  -— «  S.  28.  Baumgartner: 
Vorschlag  zur  Veranlassung  einer  Telegraphenlinie  zwischen  Klo- 
sterheuburg und  Wien.  —  S.  29.  Kreil:  Entwurf  eines  meteoro- 
logischen Beobachtungssysteros  (ur  die  österreichische  Monarchie. 
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Die  Kraft  5  kafto.  lite  dif  lUsiiltirende  zweier  Kräfte  betrach- 
tet werden ,  wovon  <^e  ei^e  (f.  nach  4er  Ri<Atang  von  Q  und  die 
zweite  P*  der  Richtung  von  P  gerade  enteegengesetzt  wirkt  Nach 
Obigem  erscheint  V  als  die  Keaultirenoe  von  P,  Q^  und  5,  mit- 
hin auch  als  die  Resultirende  der  auf  den  vorhandenen  x\ngriC8- 
punkt  unter  einem  rechten  ;Winkel  wirkenden  KrSfte  P— P'  und 
Q-^Qf»  und  es  macht  die  Richtung  dieser  Resultirenden  mit  der 
Rlchtiing  dte  ersten  Kraft  dm^  Winkel  b-M^t  deisnach  besteht 
die  Cieichung  !. 


I  ': 


Die  Richtungen  der  Kräfte  S,  (f,  P  bilden  genau  dieselben 
Winkel  wie  die  Richtungen  von  R,  P,  Q,  mithin  stehen  erster^ 
Kr&fte  in  denselben  Verhältnissen  wie  letztere,  d.  h.  es  ist 

P':Q^'Q':P=^S:R 

woraus 


'  '  ■  p;Li 

:   ^  und  $•=  ^ 

■ 

> 

folgt., 

|)ie*||  gibt 

' 

j 

.. 

,  1«     ■  . 

.■:.»•■.■         ...               :       1..  J     i 

?>->  = 

*''"  PS  ' 

p^n 
1  ^  5 

^    pH 

;          t    ■    . 

\ 

■■'i^ 

sei  nun  zur  Abkürzung  p=x 

.8 
und  ß=y. 

80   wird 

nach 

obigen 

Gleichungen           -  i 

■  •  .     .                  » 

1  ■ 

1 

^ 

mithin  ,; 


A^)+Ay)=/(fr^)- 


Diese  Glejchonff  fSbrt .  mr  KcBBtaiss  der  Form  der  Function 
f.  Zu  diesem  Zweäe  differenzi^e  man  die  Gleichung,  indem  man 
einmal  die  eine>  das  zweite  Mal  die  andere  der  beiden  von  eiii- 
addielr  vfiabhiUigSgeii  GriMeh  ap,y  als  verändeHlcb  behaiidelt;  inao 

erÜält,    -i^-fix)  gesetzt. 


dx 


Lässt  »an  aber  P^O  Hin,  wodarch  R  mUQ  znsamnnfUlt, 
•o  wiEd  M=^>  mithita  ,geht   bei- <ler    hier    genwcfatoq  AanpJuae 

x^oo    di«  FuDctioo  f{x)  in  q  über.    Diess  gibt      >!     -''>  "  - 
n-oTaiis  ^=1  Mgt,    Hiedurch  erbSlI  man  endlich  "''< 


.g.:^«dM*i»|g.irBB^.: 


iwdchaa  RcMlIat  auf  4ie  nU  4«  Darat«Uiwg-dw  Kitihuanllfll»- 
KrammeH  verlcndpfte  ConstructioD  der  Richtung  der  Il«HUtireiidfD 
der  vorhandeDeD  Krifle  fährt.  "    "  '' 
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der  in  dieser  AbhaDdhing  beaprochmie»  mmtbettatMeliMi  Gesetxe 
der  BlattsteUitiii||y  eine  Lehre,  sn  der  bekanntlich  C.  Schimper, 
A.  Braun,  C.  F.  Naumann  a.  A.  den  Grand  gelegt  haben,  wtt- 
echalen  will. 

The  American  Journal  of  Science  and  Arts.  Coo- 
Mlucted  by  Professors  B.  Silliman  and  B.  Silllman,  Ir., 
-and  James  D.  Dana.  Second  Serless.  Vol.  VL  November. 
1848.  New  Heaveo.  8. 

III.  On  the  Orbits  of  the  Asteroids;  by  B.  A.  Gould.  —  V 
Objections  to  the  Theories  severally  of  Franklin ,  Dufay  and  Am- 
pere, with  an  Effect  to  Explain  Efectrical  Phenoniena  by  Statt- 
cal  or  Undulatory  Polarization ;  by  Prof.  Robert  Hare.  —  XIX. 
On.aNew  en^iricaT  Forronla  for  ascertaining  the  Tension  ofVa- 
por  of  Water  at  any  Temperature;  by  J.  H.  Alexander.  — 
XXII.  Results  of  Analytical  Researches  in  the  Neptunian  Theory 
of  Uranus;  by  Enoch  F.  Burr.  —  XXIX.  (Fortsetzung  von  Nr. 
XIX.):  -^  XXX.  Considerations  on  the  Divisibility  of  Magnitude; 
by  J.  H.  Alexander. 

"*,  Die  übrigen  Abhandlungen,  sind  grusstentheils  chemiscben 
und  geologischen  Inhalts  uiid  gehören  daher  nicht  in  den  Kreis 
di^  Archivs. 


Institut  national  de  Franee. 
Grand  prix  de  JlaihSmatiques  a  decerner  en  1850. 

Les  travaux  recents  de  plasieurs  geonietres  ayant  ramenö 
rattention  sur  le  dcrnier  theoreme  de  Ferniat,  et  avance  notable- 
nient  la  quesstion,  nienie  pour  le  cas  general,  rAcaderaie  propose 
de  lever  les  deriiieres  difliculte^  qiii  restent  sur  ce  sujei.  Elle 
met  di)uc  au  concours  pour  le  graud  prix  de  IVlathematiques,  ä 
decerner  en  1850,  le  probleme  t^uivant: 

Troüver  pour  un  exposant  entier  quelconque  n  les 
Solutions  en  nombres  entiers  et  inegaax  de  T^quation 
3:"  +  ^"  =  :",  QU  prouver  qu'elle  n'en  a  pas. 

Le  prix  consistera  en  une  medaille  d'or  de  la  valeur  de  trois 
mille  francs.  Les  Memoires  devront  etre  arrives  au  Secretariat 
de  i'Academie  avaut  le  1er  oetobre  1850.  Ce  terme  est  de  r'i- 
gueur.  Les  nonis  des  auteurs  seront  contenus  dans  un  billet 
cachete,  qui  ne  sera  ouyert  que  si  la  pi^ce  est  couronnee. 
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